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���£���±� ² ���¡ ��Xbc³I´X� � �¨�µ  � �X¥ � �%�o��� � � �¤� bc��� � ������������������������������� ¬

�y����������� ¶ ��� �·� �¹¸EºS´X���o�¤b«��� �»��������������������������������������� ¼
�y����������� ½ ´ � � � �yºwºS� �y� bcXb � b��¹¸ ������������������������������������� ¾

���£����� ¿ �¤�@�¡  �y� �¨bc� ½À� �XÁIbc��Â ����������������������������������������������� �rÃ
�y�����£����� �\�y� � � �¤� b«�I�-  � �X¥ � bc�XÂ ����������������������������������� ���
�y�����£����� ²  �� ¿ �¤�@�¡  �y� �¨bc� �¤� �XÁIbc�XÂ �y� Â�� � b«�¤ �© ��������������������� �Z�
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����� × �o�X�o�¨bc�%Õ � Â�� � b«�¨ X© �K������������������������������������������������������� �Z¼
�������«� ²  �� ¿ bc©'� � � × �����o�¤b«�%Õ � Â�� � b��¤ X© ����������������������������������� �r¾
�������±� Ø � � �����8� �¨� �¤� �Ù�-� �X¥»���@¥Xbc��Â �Ú������������������������������������� �rÛ
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���£���£¢ Õ � bc©'� � �Ç�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ � � �¨� �¤�oÂy¸EºS� � �o��� � � �¤� b«�X��¥»�����¨bc©'bcª � �¤b«��� � �y¾

���Ý¢ Ø ��©'�o�¨bc�%Õ � Â�� � b«�¨ X© � ����������������������������������������������������� �yÛ
���Ý¢X�«� Ñ �o¯°�Xb��¤b«���Ë�yº �'Ø �o©µ� ��������������������������������������������� �yÛ
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����Ö��«� ²  ��

DE ß 1 �y� Ây� � b��¤ X© ��������������������������������������������� �������Ö��±� ²  ��
DE ß 2 �y� Ây� � b��¤ X© ��������������������������������������������� �������Ö���� Ø � � �����8� �¨� �¤� �Ù����������������������������������������������������� ���
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�������«� � ���X�$¯X� � �yº4�X X�����y�¹¸@�Xbc� � b«Â�bc¥�b«�¹¸ ����������������������������������� ��¬
�������±� � ���X�$¯X� � �yº4�X X�����y�¹¸@�Xbc��� �c�y� �¨bc��b��¹¸ ��������������������������������� ��¼
��������� �~� © �y� �¡Á@b � © � �X¥ ���y� ¥�í-bc�»ÒÔÞ6�o�o� ��������������������������������� ��¼
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²  Xb � �¨ X� � b � b � ¥���¥Xb«� � �¨��¥�¤�Ü�¤  � ���� � � � ¥Â � �y´X� � �yº4�Q�o��� � � �
² �ê©�¸úº � ©'b � ¸îºS� � �¤ X�ob �	� ´X�X�8� � � � bc�����)�¨ X�E� �·�¨� ¸ � � � Â�� � �yº-©	¸ � b�ºS�'�¨�ê� � � � �o�I� � �X¥

ºS´��¨´ � � �^¿ �Q�o��b �y�c� ¸/�¤��©	¸:í-b«ºS�%� �c� ´X¥Xb � 8��� � ´ � �2b«ºub���í�� � �2�X�y�\�¸µ �� ��� í���´ � ¥)  � Ó��Ç�X�oÓy� �
¥X������©�¸ Ø§�y� �¤� �Ù� �·º ¿ �obc������� �^² �µ©	¸)� �y� ����� �ÇØ§�y� Â �y� b�� �Ü� ��¥§Ò � ��� � �¨�µºS� � �¨ X��´X�X���y�X¥Xb��
�¤b«��� �y�  X� � �)�¨ X�o¸)  � Ó�� �·� í � ¸ � Âyb«Ó��o�Ë©µ��� � �X¥)�¤ ��2bc©'�Q�o��� �  � �-ºS� � © � �¨bc��� �!� �o����b�Ó��o¥Eº � ��©
�¤ ���© �Ô² ��©	¸Ü � �y�¨ X� �Ù� Ò � ��� � �¨� � �X¥µÒ ¥X´ �y� ¥X��í- ���© � ¥X�-©	¸ � b«ºS�â©/´��¡ )8�o�¨�¨� � ��� � �¡ )�����
bc� Xb � Ó�� � ¸ � �8���ob �y�~� �X¥����©'� � �o©µ�o��� �y� ¸)í � ¸ �
² �ú©	¸öº � bc����¥ � �^í- X� �y� � �y�)�ø� �o������¥Cº � ©'b � ¸K�¤�K©'��� � �X¥ í- �� �y� í � ¸ � í�� � �»�¨ X� � �

í- X�o� � í �y� � �·� �¤b«��´ �c�y�¨� ¸»¥X�rí-� �Ü² �Ë�¨ X� ¶!�c� �X� �y��� �o��©µ©	´X�Xb«�¹¸��uX´��%Óy� � ¸ � �Q�o��b �y�c� ¸»�¨�
� �$� � �8� �y�Ù� � � �XÒ ´XÂ��o�Xbc��� � �X¥X� � � � bc©'� ��� ��� Ø§�y� �¨��� ¶ ���X�¡ Xb��¤��� ½À���X� � ¿����X�~� �X¥ �!� �"! �Xb«� �$# b«�
� � � b«�o� � ¸ �y� �X  � 8�o�¨bc� �y� � � ¥X� �&% ºS� � © � ÁIb«�XÂË©	¸î¸y� �y�Ù� bc� × ´ � � �(' ´ � �¤�Ë�¨ X�:  � �X�Xb«� � ���·º�©	¸
� b�ºS� �
² �'©	¸Ë� � �yºS� �¨� � �¨� �_í- X�'X´Xb � ¥©	¸E�¨��©'�Q� �-� �X¥»Á@���Zí � ��¥XÂy��b«� � í � ¸ � �X�oÓy� � �¤ X��´�Â� ��

�8� �¨� bc � � �)� í-b �«� �X�·�â©µ�o���¤bc�y� � ��¸����X� � bc�X�o� � í���´ � ¥ � ´ � � � ¸E��©'b«��Ó�� � ¸Ëbc©'�8� � � � ���\�8����� � � �
Ø ¸ËÂ �¤� �¨b«�¤´�¥X�2�¤�Ü�¤ ���© �y�«� �
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� í\�y´ � ¥ � bcÁ·���¤�µ�¤  � ��Á�Õ � �¤´ � � ï � � ��5y�X¥X�oªÜÕÇÂ�´Xb �¨� ���8©	¸�¤ X� � b �2� ¥�Ó@b � � � �8ºS� � 8� � bc�oÓ@b«�XÂ)b«�
©'� � �X¥§ X� � �Xbc�XÂµ©µ���¤�)¯X�Xb �  î©	¸�¥X��Â � ��� � Õ �«� ���8�¤  � ��Á � �¤� Ø§�·� b � �X� ½ b«Óy� �¤�)� �X¥76y��  � �
� � � ï � � �oQ�o��Á	ºS� � Q�obc�XÂ � �o� � ��� � � � �¨���X�âbc�Ü©�¸ �c� �¤� �\� �¡ X� � � � ò �!� �X¥Ü� �y�¨� ¸ Ø��y� �¨� �¨� ò�¸�� �y�¨�o�
�!� � ¸ � �Q�o��b �·�c� ¸�� � í � ���Ô�¨���¨  � �XÁ��¤ X������©'©/´X��b«�¹¸�� �>Ø Õ ² �98�Õ Ø Õ ² ºS� � 8��b«�XÂ �Ç�  X� � �¤� �

�yºuÁI�X�rí � ��¥XÂ�� � �X¥)ºS� � © � �¤b«��� �w²  X�o¸'8� � b«�oÓy��¥Eb«�µ©'� � �X¥ �y�«� �rí\�o¥µ© � ��¸ � �o�¨b«Ó@b«�¨bc� � �y�)©	¸
8��  �y� º:� �y� í � ¸ �-� ´X�X�8� � �¤bc��Â � �X¥ X� � ��ºS´ � �
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� b«� � ��Âybc� �·�c� ¸�bc� � �Xb � ��¥ú©µ�@¥X� �c� bc�ö�o��©µ��´��¤� �	� �obc�o�X���E´ � ��¥�ºS� � � � �y � �o© � � � Ó@b«�XÂ§  � Óy� � �@�
� ´ � �¤�o¥Ubc��Ó �y� ´ �  � ��¤�ö�¨ X�ê���y©µ©/´��Xb«�¹¸ �A� �Ë  �y� 8���o� �y� ©'� � �)  �y� º � ���o�I�¨´ � ¸ � bc�����î�¤ ��
¯ �Ù� � � �¨�¨��©'����í�� � �Ç© � ¥X�-�¤�rí �y� ¥ ��� ´X�o��� �¨� ºS´ �a� �X� � bc� � �¤b«��� � �yº6�¤ X� � �Ç©'�@¥X� �«� �¨� � � �y� í�� �¨� ¥
� � �� � �o© �o�
ÕU©µ�@¥X� � b � I¸	¥X�o¯X�Xb«�¨bc��� �2� bc©'� � b�¯°� � �¨bc�����yº � � �y� b��¹¸B� � �X¥:b«� b � ´ � ´ �y�c� ¸��¤ X�â� �y� �â�¤  � � b«�

� � �E���X¥)bc�)�rÓy� � � � b«©µ� � b«¯°� � �¤b«���Ü�yºu�y � � � Ó��o¥Ë�X X�o�X��©'���X��� �C� �E�oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸:�o��©µ��´�� � �¨bc���
�¤ �b � ©'bcÂ� ���8�:�¨ X�:� �y� � � bc�X�o���~º � ��© �¤ X�:�8��bc�����yº�Ó@bc�oí �yº�Xbc� � ��Ây¸��u�X����� Ñ2�y� í-bc�Xb � ©�b ���
©'� � ������©'� � �$ó»©'��¥X� � �¨  � � � �I¸»�o´ �¨� �����%�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸ �·� Â�� � b«�¨ X© �\²  Xb � b �2�·�c� �'�¤ X��� �y� �
bc��© � �I¸»Xb«� � �yÂ�bc� �y�c� ¸µb«� � ��b � �o¥§©'��¥�� �c�À�y�Ç�y� �¨b«¯°�ob �y� ����´ �¨�y� ���o�¹í�� � Á � �6© � �¡ �bc�X� � � �·� �Xb«�XÂ��
� ´��¨��© � � � �¨ X��� � ¸B� � ��¥�©'� � � �
Ø§� ÁIbc��Â�©'� � � � ��¥µ©'� � �â�o��©'� � �ôó:©µ�@¥X� �c� � �o��© � �¨��8� � � � �o�X¥)�yºQ�¡  � ��Â�bc�XÂ � � � �o�XÂy�¤  �

D  Xb � � � ��©'� � � � � �y� �¡ �� �¨��� bcÁy��©'� � � � ���X �b � �¨bc� � �¤�o¥î©µ�$�¤ X�@¥ � ºS� � � � �� � ��© � � � Ó@bc�XÂ��_�y�¨ X� �Ù�
� ´�Â�Â�� � �Ç�¨  � �Àí\� �  X��´ � ¥§8��� � ¸@bc��Âµ�¤�µ¥Xb � ���rÓ�� � �¨ X�FEHGIGKJML&N��yºÔ�¨ X�	�o´ �¨� ����� �y� Â�� � b«�¤ �© � b«�
� � ¥X� � �¤� � �o�-�¤ X�o©®���»©µ� � �2ºS� � © �y� ºS��´X�X¥ � �¤b«��� ���
²  X�î© � bc� � bc© �·º%�¤ Xb � �¤ �� � b � b � �¤��� � � � ����� � �bc� � ��Â�bc� �y�c� ¸Kbc� � �Xb � ��¥�� � ��¥C�¤� � ��©'�

�$ó@�¨�����O�âXb«� � �yÂ�bc� �y�c� ¸ � ���o´ �¤� �¨�§�X�$í�� � ���X¥ bc�N�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸��o��©µ��´�� � �¨bc��� �¸N�$ó�� � � �¨� � � ¸
� � ¸@bc�XÂÜ�¤�:�o©/´ �ñ� �¤�2�¤ ����y � � � Ó��o¥§8��  � Ó@bc� � Á@���Zí-� �y� �¤ X�QPSR�T�U�VCEHG<WYXZJ\[M] �
Õ �I´X©	Q� � �yº � � � � �·� �¡ X� �¨�   � Óy�)�� � � � Ó���¥ # bc�KQ�·�¤ ��w�oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ê�o��©'�X´�� � �¤bc�y� � �X¥

�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸�Xb«� � ��Â·¸ %-�E� ¸@�X� � Ây¸îQ�$�¹í\�o��� � � �y� �Xbc��Â � �X¥ø�$Ó�� � ´��¤b«���§�¤� � �o� � � � b«�ê�$ó@�¤�o�I� �
²  Xb �2� ¸@�X� � Ây¸êb � �o��©µ©'��� � ¸ #�� ��¥ê©µb � � � Áy��� � ¸ % ÁI�X�rí-� �y� �¤ �� ���y� ¥�í-bc�îÒÔÞQ���$� � D  Xb � �	b«�
b � � � ´X���¨  � �^�¤ X� ���y� ¥�í-bc�µÒÔÞ6�o�o���ôó�� �ñ� b«� � �¨ Xb � �� � � � Ó���¥ � ¸@�X� � Ây¸B�Xb��^b � ��³I´ �y�«� ¸:bc���¨� � � � �¨��¥
í-b«�¨ ��¨ X���o� � � � �yº � � �·� �Xb«�XÂµ�rÓy� � b«� � �¨bc�X�$� � �\�y�X��� � �Xb«�XÂ � � �y� �Xbc�XÂ � �X¥�bc� � �¤b«�X�o� �y��� �8����´^�
� b �y� ¥X´ �y� b��¹¸B�a�¤ �� ���·� ¥�í-b«�úÒÔÞQ���$�	� � �ú8�:�¤ X��´�Â� �� �·� �¨ X� � ¸@�X� � Ây¸B�4��� � � ��� �X¥ø� �¨� ¥X�M�ý�yÞ �
�@����´ �¨� b«�XÂ:Q�$�¹í\�o���»�¤ X�o© �
¿ ��©'�§�ôó��8� � bc©'����� �   � Óy�êQ�o���U© � ¥X��I¸ �   � ��¥�ºS´ � �·º � � � � �y� �¡ X� �Ù� � � ��³I´ � b«���¤��¥k�¨�

� �y©µ�ê¥X�oÂ � �o�îí-b«�¨  8�y�¨ UXbc� � ��Ây¸ � �X¥��o��©µ��´�� � �¨bc���K�-�¨� � �¨´X¥�¸k�¨ X� ���y� ¥�í-bc�UÒÔÞQ���o�»b«�
b«� � ����©'� � �$�¤�EºS� � © � ²  X� � � � ´ � � � í\� � �»� � �y©µb � bc��Â � �X¥Nbc� � �Xb � ��¥ �¤ X� � ´��¨ X� � bc� ºS´ � �¤ X� �
� �¨´X¥�¸@bc��Â'�¨ Xb � �X ����X��©'������� �
²  Xb � �¨ X� � b � b � � � Â � �Xb«ª��o¥ �·� ºS� �c� �rí �`_
� �)�¤ ���¯ �Ù� ���\  � ���¨� � í��ÇÂ�b�Ó�� �  � bc�$ºubc��� � ��¥�´X�o�¨bc���:�¤�/¦%���¤bc©'bcª � �¤b«���	í-b��¤ X��´���í � ���¤b«�XÂ

�¤�K© � Áy�b«�:�¨ X�������� �¤�y� �Q�ybc��� �N²  X�»Áy�o¸ �¨� � © �'�y� ��ôó�� � � � ��¥ � �X¥ � � b«�I� � �@¥X´X�$�¤bc�y� �¨�
� �@� �·�6� � �y� �¡  � �X¥»����� � � �¨� bc����¥�����¨bc©'bcª � �¤bc�y�µí-b �«� 8��Â�b«Óy��� �!²  X� � �������X�o����� � í-b �c� Q��´ � ��¥
�¤  � ��´XÂy X��´����¤ X�'�¤ X� � b � � � ��¥�b«��b ��� �o����©'©'���X¥X�o¥ú�¨  � �	�¨ X� � � � ¥�� ��� � � � �y� �ba°b«� � �¤ X��´�Â� 
�¤ ���© �¤�úQ� � ´ � ���¨�ú´��X¥X� �Ù� � � �X¥C�¨ X�����y� � �¨bc��� � ¥X�y���¤�o¥ � �X¥ Â��o�'´ � ��¥Cí-b��¤  � � ©'� � �yº

�
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�y�«� � � ¥�¸EÁI�X�rí-���¨� � © �o�
²  X� � ���o���X¥Ë�\  � ���¤� � b � ¥X�oÓy�y�¤�o¥)�¤���oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ �y� Â�� � b«�¨ X© ���w²  X� � ���Ií\��¥X�oÓy� � �y�µ�¤ ��

 �y� bc�µ¥X�o¯°��b«�¤b«��� �	� �X¥ �y� Â�� � b«�¤ �© �o�Ë²  X� � �Ëb � ��� � �¨�¨�����¤b«����Âyb«Ó��o���¤� � � � ´ � � � ���y�X��� � �Xb«�XÂ
� � ���yº � �yº^������Óy� � Ây���X�o� �¨� �¤�	� � ´X�X¥�� �¨� ¸@bc�XÂE©'���¡  � �Xb � © � ºS� � �¨ X� �y� Â�� � b��¤ X© � �_b«� � �¨� � ¥îí��
� � ¸��¨�)¥X�$Ó�� � ���î�¨ X� � � � ¥X� � ò � bc���¤´�b«�¤b«���»���§�¤ �� � �o³@´�b � �o¥ � �¨��� � �¨�E� � � � �¨� � �X¥ê´��X¥X� �Ù� � � �X¥
� � �oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸ �y� Â�� � b��¤ X© �ú¿ ��©'�Ë�yº-�¤ X�© � bc�� �¤� ���¡ X� � �yºÀ�¤ Xb � ¯°� � ¥ �y� �Ëb«� � �8���$�¤��¥K�
� �X¥ � �I´X©/8� � �yº^Ó �y� b � ��� ���y� �Ü¥Xb � ��´ �Ù� �o¥ �Ü²  X�:�X�y�¨bc��� � �·º��$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ � � �¤� �¤��Âybc� ��� �X¥
¥Xb�Þ6� � �����¨b �y� �oÓy� � ´��¨bc���úí-b �c� 8�)�¤ X�)Áy�o¸�ºS� � �¤ ��E� � � � �o�I�¨��¥N�$ó��8� � b«©µ�o��� � � � ��¥ �  X��´ � ¥�8�
Â�b�Ó���� � �8���ob �y� ����� � bc¥X� �¤� �¨bc��� �
� �/�¤ X���X�$ó@�^�\  � ���¤� � �yí���¥Xb � �o´ �¨�!� 8��´��w�¤ �� ���y� ¥�í-bc��ÒÔÞ6�o�o� � D � �·� �\�o���X�o����� �¨� �¤�o¥Ü���

� ¥X�$� � b � ��¥	�$ó�� �ñ� � � �¤b«���/�yº_�¨ X�â������������� �!� �X¥Ü� � ����¥ � bc�	�¨ Xb � © � �Ù�¤� ��� D �â� � � � �o��� �¤ X��í�� � Á
�yº � �oÓy� �¤�·� �y�¤ �� �+� � � � �y� �¡ X� �Ù� bc�	� � ¥X� � �¤� � ´X�X�8� � �Ô��´ �w� �o© �·� Á � � � �X¥/Â�b�Ó�� � �Q�o��b �y��� �¨�¤�o���¤bc�y�
�¤�:�¤ �� ���·� ¥�í-b«��ÒÔÞQ���$� �y�À� í- X� � � � Õ�º=�¤� � ¥��oÓ�� � ����bc�XÂÜ�¤ �� ���·� ¥�í-b«�Xb � � � �X¥ �~� © �y� �¡Á@b � ©
���y�X���o��� � �Xí\�%�o�����¤bc�I´X�2í-b��¤  �:¿ �o�o�¨bc���Ë¥X�$Ó��y�¨��¥�¤� ���·� ¥�í-b«�ËÒÔÞ6�o�o�-bc�Ë�o��©'�X´��¤� ��� �obc�o�X��� �
²  X� � �µí��)� � � � �����/�¨ X�)©'� � �Ü� �¤� ¥Xb��¤b«��� �y� í�� � Á � bc�K�¤ Xb � ¯X� � ¥K� � �X¥úÂ�b«Óy�µ�ôó�� �ñ� � � �¤b«��� � �yº
�¤ ����y � � � Ó��o¥§8��  � Ó@bc� �¨���
²  X� �ñ�y� �À�\  � ���¤� � b � �¤ ����¯ �c� ��¥)í-b��¤ E�¤ ��%������� �¤�y� �8� � �¨bc���)�yº~�¤ Xb � �¤ X� � b �o� D �%� � � � �����

�¤ ��/�¤� � ©cPSR�T�U�VCEHGIEdR�GfehgY]iEHjkE�l(R�]dEnmoGI�Qí- �bc�¡ ø�¤�E�¤ ��'�ôó@�¤�������yº���´ � ÁI�X�rí � ��¥XÂ��:  �·� �X�oÓy� �
8�����»´ � ��¥»Q�$ºS� � � � ²  X� � ��í����$ó�� � � �¨� �¤ X�%Ó@b � Xb � b«�¹¸:�yº4´ � b«�XÂ ���y� ¥�í-bc�Xb � �E©'���¡  � �Xb � © � �¨�
� � � Ó��%¥�bqp'��´ � �â���y� � � �¤� b«�X��¥Ë�����¤bc©'bcª � �¤b«���'� � �� � ��© � � � �X¥ �y�«� �ÜÂ�b�Ó��Ç�¨ X�%Áy�$¸Ëbc¥X� �y� ���Ë X�rí
�¤� � ¥ � ��� �)���y� ¥�í-bc��b � �EÓy� �¨� bc�����yº+Ó@b � �¤´ �y�c� ¸ � ��¸�8���X´ �c� �¤b«��� �y� ��¥ �·� Â�� � b«�¨ X© � D � �y�c� �
� � � � �o��� � ���y©µ� �·� b � ���»Q�$�¹í\�o��� ���y� ¥�í-bc�Xb � � � �X¥î������� �\�y� ¥�í-b«�Xb � �Óy� �Ù� bc�y� � �yºÔ�¨ X� �¨� ©'�
�y� Â�� � b��¤ X©$� � �X¥»� � � � �%í-b«�¨  �:� © �·�c� �o���X� � ´ � bc�������¤ X� � � � ´ � � � �y�� � b«�X��¥ �
²  X�������� � ´ � bc�y� � �����¤ ��Eí\� � Áö� � � � �o���¤��¥NºS� �c� �ríg�¤ X� � ���\  � ���¤� �Ù���ö²  �� � �Ëí�� �y� Â�´��

� 8��´��Ü�¨ X���8� �Ù� bc�b � b��¤b«� � �·º��¨ X� �\�y� ¥�í-b«�Xb � �������¤b«©µb«ª � �¨bc��� �y�'�K� � � � �y� �¡  � � � ��´ � ��� � D �
 � bc�`a�¸ �y� Â�´����¤  � �)�bc� � ��Â�bc� �y�c� ¸øbc� � �Xb � ��¥ �y� Â�� � b«�¨ X© �Ü�y� �»©'� � �»� �y� b � ¸�´X�X¥X� �¨� �¤�@��¥ � �X¥
� ¥ � ���¤�o¥����Ë�¨ X� � ���XÂ � ´X�Ë�¤  � �»�y�¨ X� � �°©µ� � �%�� � ��´ � ���°���X� ���
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²  X�µQ�@¥�¸ø�yº\© � �¨ X��© � �¨bc� �·�Ô� � � ´ � � �/� �X¥��I´X©'� � bc� �·� ©µ�$�¤ X�@¥ � ºS� � ¯°�X¥Xb«�XÂ � ��¥�bc¥������¤b�º=¸x�
bc��Â)�¤ X�Ü8� � ��� � ��¥Xbc¥ � �¤�/º � �y© � �o� �c� ���o�¨bc���§�yº �y� �¨� � � � �¤b�Ó�� � í-b«�¤ ���´��%  � Ó@bc��ÂE�¤�Ë�$ó�� � bc�ob«� � ¸
���I´X©'� �¨� �¤� �·�c� �Q� �Ù� b« � � �·� �¤� � � � �¤b«Óy� � b � � �·�c� �o¥yehgY]iEHjkE�l(R�]dEnmoG � D b«�¨ ö�¤ X� � ¥�Ó������'�yº-�¤ ��
bc��ºS� � © � �¤b«���K� �¤� �Ô�¤ X�Ë�o��©µ��´�� � �¨bc��� �y� �Q�rí�� �   � Ó��© � ¥X�'�¤ X�Ë�����¤bc©'bcª � �¤b«���ê� �y� Á�� �y� b«� � �
X´�� � �^�¤ X� �¤� ©µ�-�¤b«©µ�â  � Óy�2 � �y´XÂ� �� � �X�$í �¤� �XÂy���yº6³I´X� � �¤bc�y� � �o���X��� � �Xb«�XÂ��¨ X�Ç�Mp'��bc�o�X�o¸
� �X¥»��� �¨� �o�o�¨�X� �Ù� �yºw�¤ �� �·� Â�� � b«�¨ X© � ´ � �o¥§b«�Ë�����¤b«©µb«ª � �¨bc��� �
� �'�¨ Xb � �\  � ���¤� � í��-� � �rÓ@bc¥��-�¨ X�- �y� b � ºS� � Â � �� �y�X� �X¥:����� � � �¨� bc����¥'�����¤b«©µb«ª � �¨bc��� �u²  X�

� b«© � �yºa�¨ Xb � �\  � ���¨� �â�y� ���¨�	¥X�$Ó�� � ���E�¤ �� � �o³I´Xb � ��¥Ë¥X�$¯°�Xb«�¨bc��� �\� ��¥)�¤�/� � � � ����� ���¨� �XÂ����yº
Â��o�X� �¨�y� �ý�X´ � �8� � �2�¤���¡ ��Xbc³I´X� � �¤� � �Ù� � �¡Á � ������¤b«©µb«ª � �¨bc���µ� � �y � �o© �

z|{}z ~��|���}�������<����� ���
²  X�EÂy���X� �¤�y� �����¤b«©µb«ª � �¨bc���ø� � �� � ��© � � ��8� � � � �¨��¥ �y� ºS� �c� �Zí �o�ê× b«Óy���ö�¤ ��)� � b �

(S; f)
�

í- X� � �
S
b �Ü� � �y� �b«� �¨�y� ¸ � � �y� �¡  � � � ����� � �X¥

f : S → R
b �Ü�ê� � �y� � Ó �y� ´X�o¥�ºS´X�X�$�¤b«���ö�¤�

�����¨bc©'bcªo� � D b��¤ ø�¤ X�7m\gY]iEHjk�^j��yº��¨ X�'� � �� � ��©$�~í\�µ©µ� � �ú�ob«�¨ X� � �¤ X�'© � ó�bc©/´X©��yº��¤ ��
ºS´X�X�$�¤b«���� � �¤ X��©'bc�Xb«©/´X© �
8°� � ��´ � �8� � � � �yº6�¤ Xb � �¨ X� � b � �@�¤ X�������¨bc©'bcª � �¤bc�y�/� � �y � �o©gí-b �c�_�·� í � ¸ � Q� � ��Â �y� ¥X�o¥ �y���

© � ó�bc©'bcª � �¤bc�y�%� � �� � ��© � ¦% � � � Ó��\�¨  � �+�oÓ�� � ¸	©µb«�Xbc©'bcª � �¤b«���2� � �� � �o© � � �	Q�^� �¤� � � ºS� � ©µ�o¥
bc���¨� � © � ó�bc©'bcª � �¤b«���)�����%I¸ � bc©'� � ¸'� � Á@b«�XÂÜ�¤ X��� � �� � ��© �·�

(S;−f)
�

²  X��Ó �y� ´��
x∗
b � � �y�«� �o¥��¤ ��bm\gY]iEHjk�^j # © � ó�b«©/´X© % �yº°�¤ X�\�����¤b«©µb«ª � �¨bc����� � �� � ��©

(S; f)b«º � �X¥Ë��� � ¸'b«ºub�� �¨� �¤b � ¯°� �
f(x∗) ≥ f(x)

ºS� � �$Ó�� � ¸
x ∈ S

� D  X���Ëb�º �y� �y�XÂ�í-b��¤ )�¨ X� � � �y� �¡ 
� � � ���îí��ø  � Ó�� � GKJME��o���MmoL@EHG^��NM]dL@��[M]d�^L\J

N : S → 2S ¥X�$¯°�X��¥�����b��O�âí\�ê� � ��¥X�o¯X�X��¤ ����X�·�¤bc�y�»�·º�T�m([�R�T�m\gY]dEHjk��j �y� �oÓy� � ¸�Ó �y� ´X�
x∗local

�¤� �¤b � º=¸@bc�XÂ
f(x∗local) ≥ f(x)

ºS� � �$Ó�� � ¸
x ∈ N(x∗local)

�Ô� ¸��X�y� � �¤b«����í\�\í-b �c� ¥X�$¯°�X�
X∗ = {x|x b �-� ������¨bc© �y�6� � � ´��¤bc�y�Ë�yº (S; f)} �� �X¥

X∗
local = {x|x b �-�Ü� �@� �y� �����¨bc© �y�6� � � ´��¨bc���Ë�·º (S,N ; f)} �¦2 � � � Ó��'�¤  � �%�¤ X�:¥X�$¯°�Xb«�¨bc���ê�·º �Ë� �@� �·� �����¨bc©/´�© b � ¥X���8���X¥������	�y�K�¨ X�:�X��b«Â� IQ� � bc�XÂ

� � � ´X�$�¤´ � � �y�¨� ���ob � �¨��¥Ü�¤�2�¨ X� � � �·� �¡  � � � �o� � D b��¤ /�¤ �� � �X� � ��� � b � �¤�\�X��b«Â� IQ� � bc�XÂ � � � ´X�o�¨´ � ���
í���� � � � Ó��ybc¥ � �@� �y� �y���¤b«©/´X© � � � ´��¨bc��� � �¤  � � �y� �����y�^Â � �� �y� ���X� ��� D ��� � � �y�c� ���X�·�¤�â�¤  � �
X∗ ⊂ X∗

local

� �oÂ �y� ¥ � � �¨� �yºw�¤ X���X�obcÂ� I8� � b«�XÂ � � � ´X�$�¤´ � �
N
�

� �§Â��o�X� �¨�y� �°í���í-b �c�   � Óy���¤  � �
S ⊂ Rm �°ºS� � �o�����¤bc�I´X�y´ � �����¤bc©'bcª � �¤b«����� � �X¥ S ⊂ Nm �

�
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ºS� � ¥Xb � � � �o�¨�!�����¤b«©µb«ª � �¨bc��� � D �!í-b �c� � �y�«� �¤ ��^� � �o©µ�o�I� �
x ∈ S

N(moT¥�^]iEnmoG�N^�yº@�¤ ��^�y���¤b«©µb«ª � �¨bc���
� � �� � �o©?� �y� �¤ X�$¸ � �o� � � � �o�I���¤ ��'�8� �Ù� bc � � � � � ´��¨bc����Ó �·� ´X� � �yº � �K�y���¤b«©µb«ª � �¨bc���»� � �y � �o© �
¿ b«©µb �ñ�y�Ù� ¸B�°í��Üí-b �c� � �y�«�

f(x)
�aºS� �

x ∈ S
�a�¤ X�<¦oR�T¥�IJ\N:�yº �Ë� � � ´��¤b«��� �/� ¸ê�X�y� � �¤b«�����

f(x∗)í-b �«� 8��� �y�«� ��¥E�¨ X��m\gY]iEHjk�^j=¦oR�T¥�IJ��yºw�¤ X�������¨bc©'bcª � �¤b«���)� � �� � ��© �
� �îÂ��o�X� �¨�y� �°í��	� � �§��� � ¸E�¤� �c� b«º4í\� �y� � � � �'� ��� �y� �����¨bc©/´�©®� � �X�y�O� � bc�X�o���¤ ����X�·�¤bc�y�

�yº � �@� �y� �y���¤b«©/´X©�b �  �y� ��¥��y� � �X��b«Â� IQ� � bc��Â � � � ´X�o�¨´ � �:�¤  � ��b � �Q�y�¨�����¤b �y�c� ¸�Óy� � ¸ � © �y�c�
���y©µ� �·� ��¥ø�¤��¤ �� � bcªo�'�·º\�¤ �� � � �y� �¡  � � � ���

S
�§� �K� � ¥�� � �¤�»Q� � ´ � �:�¤  � ��í�� �y� �:bc�ø�¤ ��

Â � �� �y� �����¤b«©/´X©$�@í���  � Ó����¤�:���I´X©'� �¨� �¤� �·�c� �8� �Ù� bc � � � � � ´��¨bc��� ��� �X¥�¡ X���¡ÁËb�º �·�c� �·ºw�¨ X��©
�y� �����y�-Â � � � �¤� � �¤  � ����´ � � � ���8� � ��¥ � � � ´��¤b«��� �
D � �y�c� � � ��³I´Xb � � �À� b��¨� � � ©µ� � � º � ��© �¨ X�\����bcÂy @8� � bc�XÂ � � � ´X�$�¤´ � ��� �y� �X�y�4�oÓy� � ¸ � � � ´X�$�¤´ � �

b � ´ � �oºS´ � �\× b�Ó���� � �»�����¨bc©'bcª � �¤bc�y�)� � �� � �o©
(S,N ; f)

�X�¨ X���X��b«Â� IQ� � bc�XÂ � � � ´X�o�¨´ � ��b �â�¨� bc¥
�¤�8�,[\moG�NME�NM]:JMGI]2b�º�ºS� � �oÓ�� � ¸K� � b � �yº � � � ´��¤b«��� �

x, y ∈ S
�u�¤ �� � �'�$ó�b � � ���� �o³@´����X�o� # ���y�

�X�o��� �Ù�¤�y� b � ¸ê¯°�Xb«�¨� % {zi}i∈Z

� � ´X�¡ ú�¨  � �
x = limi→−∞ zi

� ��¥
y = limi→∞ zi

� � �X¥
zi+1 ∈

N(zi)
ºS� � �$Ó�� � ¸

i ∈ Z
�¨� ºw�¤ �� � ��³I´X�o�X����b � ¯°�Xb��¤���

N
b �â�¤� bc¥Ë�¤�:8�ª©�GIEH]9JMT¥«�[\moG�NME�NM]:JMGI] �

²  Xb � ¥X�$¯°�Xb��¤bc�y�'¥��o¯°�X� � í- X�$�¤ X� �\� �X�obcÂ� I8� � b«�XÂ � � � ´X�$�¤´ � ��� � � � � � ¥Üº � ��©g���X�-�8��bc���!b«�
�¤ �� � � �y� �¡  � � � �����¨�2�oÓy� � ¸	�y�¤ �� � � �·�¨� b«�XÂ2��� � ¸��¤  � ��´XÂ� /�¨ X���X�obcÂ� I8� �¨��#�� ��¥/�¤ X������bcÂy @8� �Ù�
�yºu�¨ X�Ç�X�obcÂ� I8� �¨�&% �yºu�¨ X�2�8��bc��� � �¤��Q�Ç´X�Xb«�¨��¥ � ¦% � � � Ó��2�¨  � ��b�º

S
b � ¯°�Xb«�¨���@�¤ X�o�E�oÓy� � ¸

Nb � ¯X�Xb«�¨� � ¸)����� � b � �¤�o�I� �
� �o��´ � �X�rí ¥��o¯°�X� �'� � �c� �¤b«���ËºS� � ����bcÂy @8� � bc�XÂ �\× b«Ó��o���¨ X� � � �c� �¤b«��� ∼⊂ S × S

� � ´X�¡ 
�¤  � �

x ∼ y
b�º � ��¥î��� � ¸b«º

x ∈ N(y)
�°í\�/� � �î¥X�$¯°�X����� � � � b«�§¥X� � b �¤�  � ��� � ���8� � �¤bc� � �yº+�¤ X�

�X�obcÂ� I8� � b«�XÂ � � � ´X�$�¤´ � �
N
� D ��í-b �c�8�¤� ¸E�¨  � �

N
b � [\m(�IJML&JMGI]d�Xb«º � �X¥��� � ¸)b«º ∼ b � L&J¬�J"®BEH¦�J# b � � �

x ∼ x
%â� ��¥7NM«ojkjFJM]iL@En[ # b � � �

x ∼ y ⇔ y ∼ x
%ô�

²  X�'�X�y�¤b«���ê�yº������ � b � �¤�o�X�o¸øb � ´ � �o¥��¸ê© � ��¸ � �¤�@�¡  �y� �¨bc� � �@� �·�+� � �y� �¡  �y� Ây� � b��¤ X© � �¨�
�y�Ù� � � �^Â � �� �y� �����¤bc© �y� b«�¹¸B�Zí- Xb � �\�¨ X�â�X�y�¨bc���Ü�yºQ���y X� � ���X�$¸:b � © � bc� � ¸�´ � �o¥'ºS� � ������Ó��o�Xbc�o�X��� �
²  X� � �µb ���y�c� � � �X�y�¨ X� � ¥��o¯°�Xb��¤b«���î�¤  � �%í-b �c� � � �rÓy�µ´ � �oºS´ � b«�ø��´ �%� �¨´X¥�¸ � D �Üí-b �«�+�¨� ¸

�¤  � �\�¨ X�2ºS´X�X�$�¤bc�y�
f
b � ��GIE¯jFm}U°R�Tubc�

T ⊂ S
b�º � �X¥E��� � ¸µb«º

X∗
local

�yºu�¤ X� � ��¥�´X���o¥»� � �� � ��©
(T,N |T , f)

  �y� � �y� ¥�bc� �y� b«�¹¸
1
# b«�)�y�¨ X� � í\� � ¥ � ��b«ºQ�¤ X� � �2b � ��� � ¸:���X� � �@� �y� �y���¤b«©/´X© bc�

T
%

� ºw�¤ X�%ºS´X�X�$�¤b«���
f
b � �X�y�-´X��bc©'��¥ �·� bc�

T
���¨ X���»b«�-b �â�¤� b«¥�¨�:Q�±jk�^T¥]iEH²9jFm}U°R�T �

z|{&³ ´µ�¶���|·���ª�¹¸)�Cº
²  X�À¯ �¨� ���¹¸@�8���yº �y� Â�� � b«�¨ X© � í\�À©'bcÂ� ��!¯°�X¥µbc�'�����¤b«©µb«ª � �¨bc���	 Xb � �¤� � ¸ �y� �-�¤ ��bT�m([�R�T�N(J�R�L&[\�
�y� Â�� � b��¤ X© ���!²  Xb � � �y�¨� ¸ � �Ù�¤��©'���-�¤� � � � Ó��������¨bc©'bcª � �¤bc�y�E� � �y � �o© � � � �§8� � ��Â �·� ¥X�o¥ �y���
ºS´X�X�$�¤b«���

a : S → 2S í- �� � � a(x) ∈ N(x)
ºS� � � � �¡ 

x ∈ S
#>�����»%

²  X� �y� Â�� � b«�¤ �© � � �îQ����b��¤ X� � ¥X�$�¤� � ©µb«�Xb � �¤b«� # b � � �À� ºS´X���o�¤b«��� �·� � � ���Q� � ��¥ � Q�rÓy� % � �
� �¨���¡  �y� �¨bc��bc�Ëí- Xb«�¡ �� �y� �%í���� � �Â����X� �¤�y� bcªo�2�¤ X� � 8�rÓ���¥X�o¯X�Xb«�¨bc���Ë�¤�:8�

a : S × [0, 1] → 2S í- X� � � a(x, r) ∈ N(x)
ºS� � � � �¡ 

x ∈ S, r ∈ [0, 1]
#>�y�±�B%

í- X� � ���¤ X���I´X©/8� �
r
b � ����� � bc¥X� � �o¥»�¨�'8�%�¤ X� �¨� �X¥X��© �Q� � �¤b«���Ë�yºw�¤ X� �y� Â�� � b��¤ X© �

²  X��� � �o´X¥X���ý���@¥X�%ºS� � �¤ �� � �@� �y�Q� � �·� �¡  �·� Â�� � b«�¨ X©ib � Â�b�Ó��o�»8� � �rí �¨�'�ôó�� � � �¨� �¤ X�%í � ¸
bc�Ëí- Xb«�¡ »�¨ X� � �@� �y�Q� � �y� �¡  �y� Â�� � b«�¨ X© í\� � Á �



�B ½¼� 0¾^á�à��Z¾�æ�åC�Z�%à)� Ö

¿!sux��°È�Ï�èI�XqÍxÍÎyÀ¨Ïoprsax·Î~�°ÏopZz�x�Á

i = ÂOÃÄÂ(ÅÄÂ�Æ�ÇBÈ�É^Ç»Ê^ÅYÂBÉoÃ¨ËMÌÎÍ
best = ÂÎÍ
iterations = 0 ÍÏ°Ð ÂBÇBÑ)Ë,Ò�Ñ�Ó^Å ÐÄÔ Ã�ÉoÅ Ô°Õ Æ�ÅYÂ ÕoÖ Â�ÑBÒ×ÌØ

count = 0 ÍÙxÙ0Ú ÑBÛ�Ñ Õ Å�ÆBÛxÅ Õ Å Ð ÑÜÆ�Ç�Ý�É�Û�Â»Å Ð°Þ a ßÏ°Ð ÂBÇBÑ)Ë?ÓKÂ(àIÉoÅ Ô ÛBÊ�ÇBÑ Ô Ã�ÉoÅ Ô°Õ Æ�ÅYÂ ÕoÖ Â�ÑBÒáÌØ
j = ÃIÑBâ°Å�Ë N(i) Ì�Í
count+ + Í
Â Ö Ë f(j) > f(best) Ì

best = j Íã
ÙxÙfä Ñ.Å Ð ÂOÃ^å�É Ö best Æ Õ Å Ð Ñ.Ó�Û�É�Ò°ÊYæ»ÅYÂBÉoÃÙxÙ É Ö Å Ð ÑçÆ�Ç�ÝIÉ�Û�Â(Å ÐxÞ best = a(i)
i = best Í
iterations + + Íã

� �ø�¤ Xb � � � �o´X¥X���ý���@¥X�Üí\�'� � �K�y � � � Ó�� � ����´�� � �Ü�yº����y�X¥Xb«�¨bc��� � �6�¨ X�?U^J9gY]�è[\moGYU�EH]iEnmoG � �X¥
�¤ ��¹gYEH¦�mo]�L@�^T�J �^²  �b � � � b � �yº4�����X¥�b«�¤b«��� � ¥X�$�¤� � ©'bc�X�2�¨ X� � �@� �y�Q� � �·� �¡  �·� Â�� � b«�¨ X© �
²  X�î�Xb�Ó��y� � ´ � ��b � �¨ X� �y� Â�� � b«�¤ �© b«� � � � º:� � �X¥C� � �k8��ºS� � b«� � � � �X���7NM]:J\J9gIJ\NM]QRoN([\JMGI]i�

©'� � �Xb«�XÂ/�¤  � ���¤ ���í- �� � �2����bcÂy @8� �  X���@¥Ë�yºw�¤ X� � � � ´��¤bc�y�
i
b � �¨�'8� � � �y� �¡ ���¥�ºS� � �¤ X�%8� � �

� � � ´��¨bc��� � Ó � b �c�  � � #
count = |N(i)| %$� � �ú�¨ X�)� �y� �µ�yºª��L&J\J�U�«,RoN([\JMGI]i�~í\�µ©µb«Â� ���´ � �'�¤ X��Xb�Ó��y� � ´ � ��yº � �¨���X�Xb«�XÂêí- X���N�¤ X�Ë¯ �Ù� �µQ�$�¨�¤� �:� � � ´��¤b«����bc���¤ ��»����bcÂy @8� �  X���@¥ b � ºS��´��X¥

#
count = |N(i)| � � best = i

%$�C� �)� �¤� �$�¤bc�o��� �y� �¤ X��� �y� ¥Xbc� �·� b«�¹¸	�yºa�¨ X������bcÂy @8� �  X���@¥
N(i)� � �öQ�µbc��¯X�Xb«�¨���+b���b � � � �¤´ �¨�y� �¤�î�o��� � bc¥X� � ��� � ¸ ���¨� �X¥X��© �¨� ©µ� � �'�yº � b«ª��

n � |N(i)| �²  Xb � �¹¸@�8���yº �·� Â�� � b«�¨ X© �\�y� �%¥��o�¤� � ©'bc�Xb � �¨bc�2b«�»� � �¤´ � ���°X´�� � �¤�@�¡  �y� �¤bc��b«�ËQ�o  � Ó�b«� ���
²  X�Ü¥X�o���¤ K������¥Xb«�¨bc����b � �¨ X�/�¤� � ©'bc� � �¨bc���»� � b«�¨� � b � �yº!�¤ �� � �@� �y�w� � �y� �¡  ��� ��� � � �¤� �XÂy�

º � �y© �¤ ��^�y�X�M� �¤bc©'� � ��� �y�y� � �y� �¡  # í- X���
iterations = 1

% �Z�¨�â�¤ X� � ��� �y� �����¤bc© �y� b«�¹¸-���y�X¥Xb«�¨bc���
#
count = |N(i)| � �X¥ best = i

%ô�
ÕÇ�X�·�¤ X� � b«©µ�8� � � � ��� � ��© �y� Á�b � �¨  � � � �¨���¡  �y� �¨bc� � �@� �·�+� � �y� �¡  �y� Â�� � b��¤ X© � í-b �c�   � Ó�� �

�X���^�¹¥X�$�¤� � ©µb«�Xb � �¤b«�\�Xb�Ó��y� � ´ � � �+²  Xb � ©'� � � � �¤  � � �¤ X�$¸Ü©µb«Â� �� � �o������� �%� � � ´��¨bc���ÜÂy���X� �¤� �¨��¥
í-b«�¨ Xbc���¤ ����X�obcÂ� I8� �  ����@¥� �y� �o¥	��� � � � �� � Xb � b � �¤b«�Ô���y�X¥Xb«�¨bc��� � Õ � Â�� � b«�¨ X© �a� b«Áy��NMEHjk��T�R�]9J�U
R�GIGKJ�R�T¥EHG^�)º �y�c� bc���¤�:�¤ Xb � � � �¤�oÂ�� � ¸B�°í- X� � � � í\� �Ù� � � � � ´��¤b«���»©µb«Â� ��-Q� � ���o�����¨��¥§í-b��¤  � �rí
� � �� � Xb � b��¹¸ �



¬ à)���Z�Çä4å����B  á��Çä�¡£¢?¡£¤K�Çä�¡$áâã
z|{"é ���b�$����¸��|�`� �ªê ë��<�Î�`ì �Mí��î�Î�M�b�
Ø � � � � � �y� í�� �¨� ¥��y���¤b«©µb«ª � �¨bc���2� � �� � ��© �w�y� �^©µ� � �!����©'� � �$ó%�¨  � ���¨ X�^� � �� � ��© � � � � � �o�I�¨��¥
bc�K�¤ X� �ñ�y� � � ���$�¤b«��� �$� �ö� �y� �¤bc�o´ �ñ�·� �u�¤ X� � � � ´��¤b«��� � �yÞQ� � �o¥ö�¸ø�¤ X�µ�����¤b«©µb«ª � �¨bc���ê� � �@��� �Ù�
©'bcÂ� ��Ë�X�·��8� � �X� � bc� �  � �»�¤� � � �y� í\� �¨� ¥ � º=�¨� � �¨ X�ú�rÓy� � � � b«©µ� � b«¯°� � �¤b«���C� � �@��� �Ù� �·º	�¤ ��
©'��¥X� � �
� �C� � ¥X� � �¨�ú�rÓ�� � �o��©µ��¤ �b � � � �y � �o©?�!�¤ X��X�·�¤bc�y�N�·º§[\moG�NM]dL�R�EHGKJ�Uïm\gY]iEHjkE�l(R�]dEnmoGCí �y�

8� � � �ð� � � ¥X¥ � �¤�ê�¨ X��¥��o¯°�Xb��¤b«��� �yº � � �����¤bc©'bcª � �¤b«���ö� � �� � ��© � �¤ X�»�X�y�¨bc��� �yº¨ñOJ�RoNMEd�}T�J
L&Jn��EnmoG � �X¥	�o��� � � �¤� bc��� � �¤  � �+©/´ � �4Q� �¤� �¨b � ¯°��¥�bc�	� � ¥X� � ºS� � �¨ X� � � � ´��¤bc�y���¨��8� � �o���o��� �  � ���
X´��-�¨  � � �y� �����y�-�� ' �o�o�¤b�Ó�� � �¨ X��© � � � Ó�� ���

ò�óiôªó£ò õµö¨÷Søxù^ú�û¨ü:÷Sý�þÿö��Sù�ü��4ü��Kû)ù�ü:ö¨÷�� ú�ö��
	:ý�� þ ý� ÷ ü ù�ü£ö�÷
Õ ����� � � �¨� bc�X�o¥��y���¤b«©µb«ª � �¨bc���E� � �� � ��©�b ��� �¤´�� � �

(S,N ; f ; g1, g2, . . . , gn; h1, h2, . . . , hm)
�

í- X� � �
S
b � �¨ X� �y� �b«� �¨�y� ¸ � � �y� �¡  � � � �o���

N : S → 2S b � �¤ ��/�X��b«Â� IQ� � bc��Â � � � ´X�$�¤´ � ��� f :
S → R

b � �¨ X�%¯X�¤�X� �¨� ºS´X�X�o�¨bc���K�
gi : S → R

í- Xbc�¡  � �o� � � � �������¤ X��bc����³I´ �y� b«�¹¸E�o��� � � �¤� bc��� � �
� �X¥

hi : S → R
í- Xbc�¡  � �o� � � � �o�I�À�¤ ����o³I´ �y� b��¹¸E�o��� � � �¤� b«��� ���

D ��� �y�c� ñOJ�RoNMEd�}T�J¹L\Jn��EnmoG��¤�Ü�¤ X� � �o�

F = {x ∈ S|gi(x) ≤ 0∀1 ≤ i ≤ n
� �X¥

hj(x) = 0∀1 ≤ j ≤ m} #>���£�°%
� �X¥ �)� � � ´��¤b«���

x
�¨�µ�¨ X�/� � �� � �o©�b � R^[\[\J9gY] R°�}T�J�b«º � �X¥î��� � ¸»b«º

x ∈ F � D  X���î�¨ X� � �/b ���� � � ´��¨bc���
x
� ´X�¡ »�¤  � �

gi(x) = 0
���¤ X�����y� � � �¤� b«�I�

gi
b �â�¤� b«¥Ë�¤�:Q�§R^[M]dEH¦�J%ºS� �

x
�

²  X������� � � �¨� bc�X�o¥�����¤b«©µb«ª � �¨bc���µ� � �y � �o©®b � �¹¸@�Xb«� �y�«� ¸ � � � �¤��¥ �y�
�����¤b«©µb«ª��

f(x)

� ´� ' ���$���¨�

gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , n

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , m

� �X¥»bc�Ë8�y�¨ �� �y� � � �_��³I´ �y� b«�¹¸ � �X¥bc�X�o³I´ �y� b��¹¸E�o��� � � �¤� b«��� � �°� � �»Q� � bc�X� �y� � � �X�y��� � bc�X� �y���
²  X� [\moG�NM]iL"R�EHGKJ�U m\gY]dEHjk�^j�b � �¤ ��/Ó �·� ´X�

x∗
� ´X�¡ K�¤  � ��b ��� ���o����� �  � � � �X¥ê�¤ X�:Â � �� �y�

�����¨bc©/´�© �yº4�¤ X�%� �¤� � � ºS� � ©'��¥� � �� � ��©
(F , N |F ; f |F)

�

ò�óiôªó�� �Qý���� ÷Sü���� ý�øïù�ö��Sû�÷ þ
	:ý��Äö�÷ ø°ù�ú�û�ü£÷¨ù�ø
� � � � ¥�� � �¨� � � � Ó��E�¤ �b � �¹¸@�8�Ë�yºÀ�����¤b«©µb«ª � �¨bc���K� � �� � �o© � � � � � � �·� �¡ X� �¨�   � Ó��¥X�$Ó�� � ���8��¥ �
�I´X©/8� � �yº!�¨���¡ X�Xb«³I´X� �o�:Ø � � ���yº!�¤ X�o© �y� �	Ó �y� b � �¤b«���§�yº � � �y�«� � � ¥�¸��$ó�b � �¤bc��ÂE�¤���¡ ��Xbc³I´X���
� � �¤ ��À� �¤� � � ºS� � © � �¨bc���Ü�yºQ�¤ X�À� � �� � �o© �¤� ��� � � �X¥ �y� ¥)�����¨bc©'bcª � �¤b«���	� � �� � ��©g�¤  � �^  �y� b«� �
Â � �� �y� �����¤b«©/´X© � �â�¤ X���o��� � � �¤� b«�X��¥»�����¨bc©/´�© �yºw�¤ ���� � bcÂybc� �y� � � �� � �o© �
� �»�¨ X�%ºS� �c� �rí-bc�XÂ � ���$�¤bc�y�»í��%í-b �c� �$ó � ©'bc�X�%© � ��¸Ë�yºw�¤ �b � �¤�o�¡ X�Xb«³@´�� ���



�B ��^  àâáâãÇæ~äh���S¡ ãÇå��®á��Çä�¡£¢?¡£¤K�Çä�¡$áâã ¼

{��«��� Ä ��{ �2è@n~�°ÈSpôÉ ü¹vwnwxypZz�s8nwÏ
²  X��¯ �¨� �Çb«¥X� � ´ � �o¥§�¤� � � � Ó�������� � � �¨� bc����¥§�y���¤b«©µb«ª � �¨bc���E� � �� � ��© � í �y� �¤�'� �¨� � � ºS� � ©®�¤ ��
� � �� � �o©g�¤�/Â � �� �·� �����¤b«©µb«ª � �¨bc���Ü�y�X�Ç�rÓ�� �

S
� � �X¥ � ��� � ¸@bc��Â � �8��� �y� �¹¸:b«�µ¯X�¨�X� �Ù� �¤���¤ X� � �

� � � ´��¨bc��� � �¨  � � �c� ¸ ��´�� � bc¥X��¤ ���ºS� �·� bc � � � ��Âybc��� � ï � � �»í\�»í-b �«� �ôó � ©µb«�X��¹í\�ö¥�b«ÞQ� � �o���
�¤�o�¡ X�Xb«³@´�� � �¤  � �À´ � �%�¤ Xb � bc¥X� �'�·� b«� � ��b �¤� �¤bc�y� �
ç\s°pr�°È Æ z�s8ÈS��pZzSs8nCs_üÇx�s8nwÏoprqZ�°z�nQpZÏ ²  X��¯ �¨� ���¨���¡ X�Xb«³I´X�	´ � ��¥§�¨� � � � Óy���o��� � � �¤� bc�X�o¥§�����
�¤b«©µb«ª � �¨bc���K� � �� � �o© � í �·� �¨ X�,]9mo] R�T ¦(EnmoT�R�]iEnmoG.m:ñ?[\moG�NM]dL"R�EHGI]N �ø²  Xb � �¤�o�¡ X�Xbc³I´X�Ë�o��� � b � � �
�yº��¡  � �XÂybc�XÂË�¤ ��:¯��¤�X� �¨� ºS´X�X�o�¨bc���î�¨� � ¥X¥ � �8��� �y� �¹¸§ �y� �o¥����ø�o��� � � �¤� b«���%Ó�b«� �ñ� �¤bc�y� �b� � �
Â��o�X� �¨�y� ºS� � © �y�c� �rí �-�:� �o�À�yº4� �y�¨� ©µ�$�¤� �¨� �¤�:8� � ¥ ' ´ � �¨��¥ºS� � � � �¡ ��o��� � � �¤� b«��� �
²  X��� � �� � ��© b � �¨ X���� �¨� � � ºS� � ©'��¥Ë�¤�

(S,N ; f ′)
í- X� � �

f ′(x) = f(x) −
n
∑

i=1

wig
+
i (x) −

m
∑

j=1

wn+jhj(x)
# ���£¢°%

í-b«�¤ 
g+

i (x) = max{0, gi(x)}
í- X� � �Ç�¨ X�Ç�I´X©/8� �Ù�

wk ∈ R+
ºS� � � � �¡ 

1 ≤ k ≤ n+m
� ��� � � � �����â�¤ X�Àí\�obcÂ� �� ���y�Ù� �@��b � �¤��¥

�¤�/�¨  � �â�o��� � � �¤� bc���\ºS´X���o�¤b«��� � ²  X� � �%í���bcÂy I� �-�y� �Ç�X�y�â�X�o��� �¨�¤�·� b � ¸µ¯�ó��o¥¥X´ � b«�XÂ/�¤ ��Çí- X� � �
�����¨bc©'bcª � �¤b«��� � � �@��� �Ù��� ¦%���ê©	¸ � � �y� �Eí-b«�¨  � © �y�c� í\�obcÂ� �� � b«�C�¤ ��î¯ �¨� � � � � Â�� � �yº��¤ ��
�y� Â�� � b��¤ X© � �¨�Ü�¤ X�o��b«�X� � � �y� ���¨ X��© �¤�'����ºS� � ���%�¤ ����o��� � � �¤� bc��� �-�ñ� �¤� � ��� �
¦2 � � � Ó��µ�¤  � ��¥X�o�Q�o�X¥Xbc��Â§´X�8���ú�¨ X�:Ó �·� ´X� � �yº {wi}

�w�¤ X�'Â � �� �y� �y���¤b«©/´X©��yº
f ′ � � �8���¨ X������� � � �¨� bc�X�o¥��y���¤b«©µb«ª � �¨bc��� �h� �§Â��o�X� �¨�y� ��í- X���»�¤ X��í\�obcÂ� �� �Ç� ��� � � � �¡ �b«��¯°�Xb��¹¸B�X�¤ ��

Â � �� �y� �y���¤b«©/´X© �·º��¤ ��^ºS´X���o�¤b«���
f ′ � �X� � � � �¡ X� � �¨ X���o��� � � �¤� bc�X�o¥	�����¨bc©/´�© �yº��¤ X�!ºS´X�X�$�¤bc�y�

f
�
²  X� � ��  �y� Q�o��� � �I´X©/8� � �yº � �Ù�¤��©'��� � �¨� � �$�Ô�¤ �b � � �y�¤� ©µ�$�¤� �Ù� b«� �À� � � º¯� � ¥ � ���¨bc�XÂ-í � ¸��

X´��}�°Q�o� � ´ � ���yº4�¨ X� � b«©µ� � bc�ob«�¹¸'�yºw�¤ Xb � �¤���¡ ��Xbc³I´X���_�¨ X�o¸E  � Ó����X�y�âí�� � Á·��¥ �y� �ôó��Q�o�o�¤�o¥ �
� �! ~z��øv4� Æ z�s8ÈS��pZzSs8nks8ü2x�sQnwÏoprqZ�°z�nQpZÏ Õ � í-b«�¨ §�¤ �� �ñ�·� �À�¤���¡ ��Xbc³I´X���6�¤ Xb � b �2� ��� �y�Ù� ¸
� �Ù�¤��©'�����¨� � � � Ó��2�o��� � � �¤� bc�X�o¥»� � �� � ��© ���Ô²  ��% �y� b«�2bc¥�� � 8�� Xb«�X¥ j¶RO®BEHjk��j ¦(EnmoT�R�]iEnmoG m:ñ
[\moG�NM]dL�R�EHGI]HN�b � �¤��� � Áy�-�¤ X�-© � ó�bc©/´X© Ó �y� ´X�-�yºQÓ@bc� �c� �¤b«���/�yºQ�¤ X�-bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�°�y� �¨ X���8��� �y� �¹¸
�¤�Ü�¨ X�%¯X�¤�X� �¨� ºS´X�X�$�¤bc�y���Xbc� � �¤� � ¥»�yº4� � ÁIbc�XÂÜ�¨ X� � ´X©®�·º4Ó@bc� �ñ� �¨bc��� �o�
²  X��� � �� � ��© b � �¨ X���� �¨� � � ºS� � ©'��¥Ë�¤�

(S,N ; f ′)

f ′(x) = f(x) − max
0≤i≤n

{wig
+
i (x)} − max

1≤j≤m
{wn+jhj(x)}

# ���±Ö�%
í-b«�¤ 

g+
i (x) = max{0, gi(x)}� ��¥
h+

j (x) = |hj(x)|
# ����¬B%

í- X� � �:�¤ X�:�I´X©/8� �Ù�
wk ∈ R+

ºS� � � � �¡ 
1 ≤ k ≤ n + m

� �o� � � � �o�I�}� �y� b«�ø�¨ X�'� � �$Ó�b«��´ �
� �·� ���u�¨ X�Üí\�obcÂ� �� ���y�Ù� �@��b � �¤�o¥ø�¨�Ë�¤  � ���o��� � � �¤� bc����ºS´X�X�o�¨bc��� � Õ � 8�oºS� � ���a�¤ ��:í���b«Â� �� ���y� �
�X�y�/�X���o� �¨�¨�y� b � ¸ú¯�ó���¥N¥X´ � b«�XÂî�¤ ��Eí- X� � �)�����¤b«©µb«ª � �¨bc���K� � ���o� �¨�o� ÕÇ��¥ ¸y�o� � Â � bc���Ôí- ����
�¤ ���í���bcÂy I� ���y� �Ç� � � � �À�¨�	bc��¯°�Xb«�¹¸��@�¨ X�ÇÂ � �� �·� �����¤b«©/´X© �yº

f ′ � �X� � � � �¡ X� � �¤ X������� � � �¨� bc�X�o¥�����¨bc©/´�© �yº
f
�
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� s_qÍè } è@n~�°È=p$É�prè@xÍÎ4nwz#"6vwè@Ï D �ê� � � � ���ê�¨ X� �ñ�y� �E�¹í�� �¨���¡ X��bc³I´X� � �¨�N  � �X¥ � �î�����^�
� � �¤� b«��� ���y����� �8����b �y� � �y� �Ç�yº � ©µ� � �ÀÂ����X� �¤�y�Q� �X� � � � �¡  � ²  X�Çb«¥X� � b � �¤�	� � � � �¤� � ºS´X�X�$�¤bc�y�
�¤�ê� �¤� � � ºS� � © �¤ X�EÓ@b«� �ñ� �¨bc���úÓ �·� ´X�E�·ºÇ� � �¡  �o��� � � �¤� bc���Ü�¤�ê© � �¤�¡ ��¨ X�¥X� � b � �o¥ Q�o  � Ó�b«� ���
ï �o�X�����°í\��í-b �«� ¥X�o¯X�X���¹í��)�8��� �y� �¹¸EºS´��X�o�¨bc��� �

φ
� ��¥

ψ
� � ÁIbc�XÂÜÓ �y� ´�� � �yºw�¤ X������� � � �¨� bc��� �

gi
� �X¥

hj
� � � �Q�o�o�¨b«Ó�� � ¸Ë�¨� �·�¨� b«Â�� � �Q�o� �y� �¹¸)�¤�Ü�¤ X��� � bcÂ�b«� �y� ºS´X�X�$�¤bc�y� �

²  X��� � �� � ��© b � �¨ X���� �¨� � � ºS� � ©'��¥Ë�¤�
(S,N ; f ′, {Gi}, {Hj})

í-b«�¨ 

f ′(x) = f(x) + φ(g1(x), g2(x), . . . , gn(x)) + ψ(h1(x), h2(x), . . . , hm(x))
# ���±¼�%

í-b«�¨ ��¨ X�	��� � ¸Ë�o��� � � �¤� b«���Ç�¤  � ���¨ X��ºS´X�X�o�¨bc��� �
φ
� �X¥

ψ
�  X��´ � ¥§8�	�X���^�¹�X�oÂ � �¤b�Ó���� � �X¥î8�

�oÓ �y� ´ � �¨��¥ �y�
0
í- X���

x ∈ F �²  X� � �2b ��� í-b«¥X� �¨� �XÂ��À�yº � � � ���o�¨bc���'ºS� � �¤ X�ÀºS´X�X�o�¨bc��� �
φ
� �X¥

ψ
�@X´��\�¨ X�o¸ �   �y�c� �X�·��8�

¥Xb � ��´ �¨� �o¥§ X� � ��� �·� �¤ X�$¸ �y� �%�yº � �o������¥ �y� ¸b«���¤� � � � �À�¨�'�¨ X� � bc© � �yºw�¤ �b � �¤ �� � b ���
{��«��� Ä � Ä ÿËvwÈ�è@Ï/s_üÀüýèI�°Ï�z%$+z�È�z=pôÉ
Õ ©'� � � � ���X �b � �¨bc� � �¤�o¥ � �X� � � � �¡ E�¤� � � � Ó@b«�XÂ	�¤ ��%����� � � �¨� bc�X�o¥Ë� � �y � �o© b � �¤ X�Ç´ � �%�yº � ´ � � �
�¤�Ë¥�����b«¥X�	í- X�o� �E� � � ´��¤b«���§b � Q�$�¨�¨� � �¨  � � � �X�·�¤ X� � ���X� ��²  ��Ü© � b«� � ¥�Ó � �I� � Â��/�·º^�¨ X� � �
�¤�o�¡ X�Xb«³@´�� � b � �¤  � �-�¨ X�o¸¥X�'�X�y�À�X�o��¥»�¤� � �o��� �y�¨� ©'�o�¤� �¨� �¤�' �y�c� �X�o���¨ X� � � � ���XÂ·�¤ §�·º+�¤ ��
�8��� �y� �¹¸ �<� � � �¤� � ¥��+�¤ ��o¸K´ � � ��� �o�/�·º � ´ � � � �¤�§� � � �  � b �   � � � �¨´ �¤�·� � � ¥X� � �yº\¯X�¤�X� �¨�Ü� �X¥
Ó@bc� �c� �¤b«���E�yº4���y� � � �¤� b«�I� ���
²  X� � �À�¨���¡ X��bc³I´X� ���y� ��í\� �c� � � ´Xb��¤�o¥/ºS� � �oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ �y� Ây� � b��¤ X© �Ô� ��¥'�·�¤ X� � �Q����´ �ñ� �¨bc���

 �y� ��¥�� � �� � ��©k� � � � Ó�� �¨� � �y� �¤ X�µ����©'� �y� b � �y���yº��¹í�� � � � ´��¨bc��� � b � © � ¥X�' �y� �o¥�´X�8�����¤ ��
� � � �  � b �  X��¥ � ´ � � �o� ²  X�%¯X�¤��� �¨� ºS´X�X�$�¤bc�y�»b � �¤ X�o� � ��� �c� ���o¥I¸ � Xb«� �y� ¸)ºS´X�X�$�¤b«���

b(x, y) =







−1
b«º
x
b � í�� �Ù� �-�¤  � �

y
1
b«º
x
b � 8�o�Ù�¤� � �¨  � �

y
0
b«ºw�¤ X�$¸ �y� ��b«�X����©'� �y�¨�  � � � � � �¨ X� �¤� ©'�

ç\s°pr�°È Æ zSsQÈS��pZzSs8núqÍvwÈ�è ²  X�-¯ �¨� � � ��� � � � �¡ )���:�¤ Xb � Â � ��´��µ�yºQ�¤�o�¡ X�Xbc³I´X� � b � Óy� � ¸ � bc©'b �c�y�
�¤�ú�¤ X�§¯ �¨� � � �X� � � � �¡ U���U�8��� �·� �¹¸NºS´X�X�o�¨bc��� ��� ²  X�ê�bc� �y� ¸N����©'� �y� b � �y� ºS´X�X�$�¤b«���U´ � � �
�¤ ���¨�y� �·�\� ´�© �yº������ � � �¨� bc��� � b«� �ø� bc©'b �c�y� í � ¸ö�¤  � � bc�NÒ ³@´ � �¤b«��� #>���Ý¢x%$�ö� �$�

φ(x) =
∑n

i=1 wig
+
i (x)

�
ψ(x) =

∑m
j=1wn+jh

+
i (x)

� � �X¥
R(x) = φ(x) + ψ(x)

�Ô�¤ X�o�ö�¤ X�µXbc� �·� ¸
ºS´X�X�$�¤b«���� � �»Q� � ��Â �y� ¥X��¥ �y�

b(x, y) =







−1
b«º
R(x) > R(y)

� � �
R(x) = 0 = R(y)

� ��¥
f(x) < f(y)

1
b«º
R(x) < R(y)

� � �
R(x) = 0 = R(y)

� �X¥
f(x) > f(y)

0
b«ºw��b��¤ X� �

R(x) = R(y) 6= 0
� � �

R(x) = R(y) = 0
� �X¥

f(x) = f(y)

²  Xb � ºS´X�X�o�¨bc����� � �ö8�Eb«�I�¨� � � � �$�¤��¥ �·� ºS� �c� �rí �}_
x
b � Q�$�¨�¨� � �¨  � �

y
b«º � �X¥ö��� � ¸Kb«º

xÓ@bc� �c� �¤� �!� � �Ù� �¨ X���o��� � � �¤� bc��� � �¤  � �
y
� � �@�¨ X�o¸ �y� ��8�y�¤ 'ºS� �y� bc � � � X´��

x
  �y� Q�$�¨�¨� � ¯X�¤�X� �¨�

�¤  � �
y
�

²  Xb � �¨���¡ X��bc³I´X��� � �Ë8�%Â��o�X� �¨�y� b«ª���¥Ë©	´X�¡  � bcÁ·���¨ X�%�Q�o� �y� �¹¸µºS´X���o�¤b«���E�¤�o�¡ X�Xb«³@´�� � �_X´��
� Â � bc���Z�¤  � �+Â��o�X� �¨�y� b«ª � �¨bc���%b � �y´��+�·ºX�¤ X� � �o���Q���yºX�¨ Xb � �¤ X� � b �+� ��¥	�¤ X�^�$ó � �$�ÔÂ��o�X� �¨�y� b«ª � �¨bc���
� � ���o� �¨� b �â� �oº=���¨�'�¨ X� � � � ¥X� �o�
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� v4È=pZz¯�¤s&$('�è@xypZz Æ èöqÍvwÈ�è@Ï ¦Ç�¤ X� � �4©µ� � � � ���o�����	�¹¸@�8�)�yº � ´ � � � � �y� �µ�o���X��� � �X�o¥öí-b«�¨ ú�¤ ��
�X�y�¨bc�����yº�©/´ � �¨b��ý�� ' ���$�¤b�Ó�� �����¨bc©'bcª � �¤b«��� �a²  Xb � b � © � b«� � ¸�¥X´X�^�¤�-�¤ X��� � �¤´ �¤�y� í � ¸�b«��í- �bc�¡ 
í��2©µb«Â� ��!� �¤� � � ºS� � © �¤ X������� � � �¨� bc�X�o¥E�����¨bc©'bcª � �¤b«���Ü� � �y � �o© bc���¤� � ©/´ � �¤b_�� ' �o�o�¨b«Ó��Ç���X���
bc��í- Xb«�¡ 	�oÓy� � ¸	�o��� � � �¤� b«���wºS´��X�o�¨bc����b �w�y�c� � � ���� ' ���o�¨b«Óy� � 8°� � �¤ �b � �¤�Àí\� � Á��·�¤ ����o��� � � �¤� b«���
ºS´X�X�$�¤b«��� � ©/´ � �ÀQ�%� �¨� � � ºS� � ©'��¥Ë�¤�

g+
i

� �X¥
h+

j

�·� 8�oºS� � � �
¦2�X���^�¤ Xb � b � ¥����X���·�¤ X� � � � ´��¤b«�����¤�-�¤ X��©/´ � �¨b��ý�� ' ���$�¤b�Ó�� �����¨bc©'bcª � �¤b«���%� � �y � �o© ¥X�o¯°����¥

�¸)�¨ X�Ç�¤´�� � �
(S,N ; f, {g+

i }, {h+
j })
��������� � bc� � �¤ X� � � � ´��¤bc�y�µ�¤�/�¨ X�2�o��� � � �¤� b«�X��¥Ë�y���¤b«©µb«ª � �

�¤b«���Ë� � �� � �o©
(S,N ; f ; {gi}; {hj})

�
� �oºS� � �âí\�-� � �µ¥��o¯°�X�â�¨ X�-Xbc� �·� ¸	ºS´��X�o�¨bc���Üí��À������¥:�¤��¥X�$Ó�� � ��� � �$Ó�� �¨�y� ������������� � º � ��©

�¤ ����¨ X��� � ¸Ë�yº4©/´ � �¤b �¹�� ' �o�o�¨b«Ó��Ç�����¤b«©µb«ª � �¨bc��� �
× b�Ó��o�»�¹í��'Óy���$�¤� �Ù�

~x, ~y ∈ Rk ~x
b �â�¤� bc¥Ë�¤� ¶+�y� �o�¨���¹¥X�y©µb«� � �¤�

~y
b«º � ��¥���� � ¸Eb�º:�

xi ≤ yiºS� � �oÓ�� � ¸
i = 1, 2, . . . , k

� � �X¥
xj < yj

ºS� �â� � � � �y� �â�y�X�
j = 1, 2, . . . , k

� ²  X�%���y� � �¨bc���µºS� �
¥X��©'bc� � �X���âb �

~x � ~y
í- Xbc�¡ 'b �!� � � ¥

~x
¥X�y©µb«� � �¤� �

~y
�+²  Xb � ¥X�$¯°�Xb��¤bc�y�ÜÂ�b«Óy� � ´ �^� �8� �¨� bcXb � b��¹¸

�¤�'���y©µ� �·� ���¹í\�µ©/´ � �¨b��ý�� ' ���$�¤b�Ó�� � � � ´��¤b«��� � �°bc��¤ X� � �o� � �	�¨  � �Àb«º
~x � ~y

�°�¨ X��� � � � ´��¤b«���
~xb � �o��� � bc¥X� � ��¥»8�o�¨�¨� � �¤  � � � � � ´��¤bc�y�

~y
�

D  X���öí��Ë  � Ó�� �§� �$�Ü�yº � � � ´��¨bc��� �F# Óy���$�¤� �Ù�\%
X = {~xi}

�4í\�E� � ��¥X�$¯°�X�)�¨ X�*)�R�L&JM]:m
T�JM¦�JMT N�bc� �Ü� �o��´ �Ù� b�Ó���© � ���X� �

PL(0) = {~x|∀~y ∈ X, ~y � ~x} # ���£¾°%

PL(i+ 1) = {~x|∀~y ∈ X \
k
⋃

i=1

PL(i), ~y � ~x}

²  X�%ª�� � ��� ¶+�y� �o�¨� � �oÓy� �   �·�â�/� �8���ob �y� � � ©'����b��âb � � �y�«� �o¥)�¤ X�+)�R�L&JM]9m�ñ@L&moGI] � 8°� � ������Ó��@�
�Xb«���X�o���6í��/í-b �«� ¥X�$¯°�X�/�¨ X�	ºS´X�X�$�¤b«���

level(~x,X)
�y� �¤ �� ¶+�y� �o�¨� � �oÓy� � �·º �¤ X�	Óy���$�¤� �

~x
bc�

�¤ �� � �o�À�yº � � � ´��¤b«��� �
X
�

� �oºS� � ��í��2� � �E¥X�$¯°�X�Ç�¨ X�Ç©/´ � �¤b �¹�� ' ���o�¨b«Óy� � ´ � � � �@�¤ X�ÀºS� �c� �Zí-b«�XÂ��X�y� � �¤b«���'í-b �c� 8�Ç´ � ��¥
bc�Ë�¨ X��¥X�o¯°��b«�¤b«��� � �yºw�¤ ����bc� �y� ¸E�o��©µ� �y� b � ���EºS´X���o�¤b«��� �o�!� �$�À´ � ¥X�o¯°�����¨ X� � �o�

R = {r(x)|x ∈ X}í- �� � �
r(x) = (g+

1 (x), g+
n (x), . . . , g+

n (x), h+
1 (x), h+

2 (x), . . . , h+
m(x))

� �o� � � � �o�I�¨bc�XÂ �·�c� �¤ X������� � � �¨� bc���EÓ �y� ´X� � �yº ��� �$�Ë�yº � � � ´��¨bc��� �
X ⊂ S

� ¦2 � � � Ó��î�¤  � �
r(x) = ~0

©'� � � � �¨  � �
x ∈ F �

�2�XqZè�prs��¤qZ�°n~û D � �y� ���y�X�ríî� � � � ¥�¸��¨�Ç¥X�$¯°�X�������\�yºX�¨ X�^Xbc� �·� bc� � ºS´��X�o�¨bc��� � �y¥X� � � � bc^�
bc��Âí-  � ��b � ÁI�X�rí-� �y� )�R�L&JM]9mo²9L�R�G!, LM�^T�J\N � D �:¥X�$¯°�X�:�¤ X�:Xb«� �y� ¸î���y©µ� �·� b � ���êºS´X�X�$�¤bc�y�
�y�

b(x, y) =























−1

{ b«º
level(r(x), R) > level(r(y), R)� �
level(r(x), R) = 0 = level(r(y), R)

� ��¥
f(x) < f(y)

1

{ b«º
level(r(x), R) < level(r(y), R)� �
level(r(x), R) = 0 = level(r(y), R)

� ��¥
f(x) > f(y)

0
b�º
level(r(x), R) = level(r(y), R) 6= 0
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ºS� �'� ��¸��¹í��KÓ �y� ´X� �
x, y ∈ X

� ²  X�»���y�X¥Xb«�¨bc���
level(x,R(X)) = level(y, R(X))

� �X¥
r(y) � r(x)

�+b � �X�y� � ��³I´Xb � �o¥ �y� �y�X� � � � ´��¨bc���ú� � ���X�y�/¥���©µb«� � �¨� � �I¸ú�y�¨ X� � ���X�)�·ºâ�¤ X�
�¤� ©µ� ¶+�y� �o�¤� � �oÓy� � � ¦2 � � � Ó��/�¨  � �}� �y� �¤ X��´�Â� 

R
¥X�o�Q�o�X¥ � ���

X
�Q�¨ Xb � ¥X���8���X¥����X�o�Üb � ���y�

© � ¥X�%� � � �y� ºS� � � �ñ�·� b«�¹¸µbc�Ë�¨ X�%ºS� � ©/´ �ñ�y�o�
-uè@�XÏ�z.$4z�È�z=pôÉ �°n4t�t~s8�öz�n~�°nwx�è Õ��X�y�¤ �� � �°í-b«¥X� � ¸Ë´ � �o¥§©/´ � �¤b �¹�� ' ���o�¨b«Óy� � ´ � � � b � �¤ ��

ÁI�X�rí-� �y� ñOJ�RoNMEd�}EHT¥EH]i«ZR�GYUbU^mojkEHGYR�GK[\J �u²  ��\Xb«� �y� ¸2����©'� �y� b � �y��ºS´X���o�¤b«����� � ��Q�^¥X� � � � bc8��¥
�y�

b(x, y) =
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b«º
r(y) � r(x)� �
r(x) 6= ~0

� �X¥
r(y) = ~0� �

r(x) = ~0 = r(y)
� �X¥

f(x) < f(y)

1







b«º
r(x) � r(y)� �
r(y) 6= ~0

� �X¥
r(x) = ~0� �

r(x) = ~0 = r(y)
� �X¥

f(y) < f(x)
0
�y�¤ �� � í-b � �

ºS� �%� �I¸��¹í\�ËÓ �y� ´X� �
x, y ∈ X

��²  Xb � ºS´X���o�¤b«���î� � �øQ�/b«���¤� � � � �$�¤�o¥ �·� �aº � �y© �¹í��ËºS� �y� bc � �
� � � ´��¨bc��� � �¤ ���Q� � � b � �¨ X�\�����\í-b«�¨ /Q� � �Ô¯��¤�X� �¨� ºS´X�X�$�¤b«�����·º � ��© �¹í\�%�������ýºS� �y� b« � � � � � ´��¨bc��� �
� � Áy�:�¤ X�:���X�Ü�¨  � � ¶+�y� �o�¨���¹¥X�y©µb«� � �¤� � �ub�º\�����'b � ºS� �y� bc � � � �X¥ø�¤ X�:�y�¨ X� � b � �X�·��� � Áy�:�¤ ��
ºS� �·� bc � � �
²  X�»XbcÂ�Ây� � �:¥ �¤� í��¹ � �¡Á � �yºÀ�¤ Xb �'� ´ � � �:�y� �Ë�¨  � �'b«�:©'bcÂ� ��Ü8�ËÓ�� � ¸ ¥Xb�pµ�o´ � �Ü�¨�ê¯°�X¥

�¤ ���ºS� �·� bc � � � ��Âybc��� bc� �¨ X��¯ �¨� �)� �ñ� ����� � �X¥ �¨  � �)�¨ X� ¶4�y� �$�¤�ö¥���©µb«� � �X�o��¥���� � � �y� � � b«�
EHGI]9JMG�NMEH]i«�/�í-b«�¤ b«�X� � � �y� bc�XÂ:¥Xb«©µ�o� � b«��� �y� b«�¹¸ �
ò�óiôªódô 0�ù�ö1��� û�ø°ù�ü��320û�÷54�ü£÷56
²  X� � ´ � � �^�y�^��� � �¨� �¤�oÂy¸ÜºS� � �o��� � � �¤� b«�X��¥'�����¨bc©'bcª � �¤b«��� �y� �ÀÂy���@¥Üí � ¸Ü�¤� � � � Ó�� � � � �y � �o©?�
 X�rí��oÓ�� � �!¥X´X�µ�¤���¨ X�)� � �� � ��© ��' ´ � �/©'�����¨bc���X�o¥��Ô© � ��¸ � � � � �·� �¡ X� �¨� bc�ú����� � � �¨� bc�X�o¥ö�����
�¤b«©µb«ª � �¨bc��� �·� � � � �·� �¡ Xb«�XÂ)ºS� � �X�oí �¨���¡ X�Xb«³I´X� � �¨  � ��� � � � � � Ó��	� � �� � ��© � ©'� � ���Mpµ�obc�o�I� � ¸
� �X¥»bc� � 8�o�¨�¨� � í � ¸)�¤  � �í-b«�¨ Ë�¤ X��� � �oÓ@bc��´ � �¨���¡ X��bc³I´X� �o�
¦2�X���·º6�¤ ��À8�o�Ù�¤� �\� �Ù�¤�o©µ��� � �¤� � � � Ó��-�¤ X� � �Àbc��� � bc� � bc�â� � �� � ��© � í �y� © � ¥X�-�¸ ½ ´X� �y�¨� �

� �y�87 �Z¼:9 í- X���K X�Ü� � ���8� � �o¥ø�¨ X�§NM]9m([\��RoNM]iEn[QL"R�G!,oEHG^� ��²  ��'© � b«�îbc¥X� � 8�� Xb«�X¥ � �¤�@�¡  �y� �¤b«�
�¤� �XÁIbc�XÂEb �  �·� ��¥ø��� � � �y�¤� ©µ�$�¤� � ´ � �o¥øI¸��¤ X��� �¤� ¥Xb«�¨bc��� �·� �8��� �y� �¹¸ºS´X�X�$�¤b«��� � �X� � � � �¡  �
ï b � �X�y� � �¤bc�y���° X�rí\�$Ó�� � �ab ���'� b��¨� � �2¥Xb�Þ6� � �����Àº � ��©��y´ � �Zí-�K�QX´��ÇºS� � � �c�y� b��¹¸B�° Xb � �X�y� � �¤bc�y�
í-b �«� 8��´ � �o¥�ºS� � �¨ X� � � � �À�yº4�¨ Xb �â� ���$�¤bc�y� �
²  X���Q�o� �y� �¹¸µºS´X�X�$�¤bc�y� � �X� � � � �¡ �b �

f ′(x) = f(x) + rgφ(g1(x), g2(x), . . . , gn(x))
# ����ÛB%

í- X� � �
φ(g1(x), g2(x), . . . , gn(x)) =

n
∑

i=1

(max{0, gi(x)})2

;�<=?>�@?A�BDCFEGC?HJIKHKL%M�L�=NEGOPBDON>�A�EDONQ:BDRTSD>VU�L#BWA&Q:BDRPHJONEXL�>VY&EDO?BGL�=?>�A�AZEGONQ?BDR[BWO?>�Q:>VU�A#>\EDY#>VY�>�]^@_BDON>�O`L#H�EGIJIKM
a EWY 2−d acb HKL#=
L#=?>�Q?HKRP>�OFY.HJBDOed
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� �µ� ��¸ �y�¤ �� � �8��� �y� �¹¸�ºS´X���o�¤b«��� �k²  ���Ó �y� ´��
rg
© � ¸ 8�»Ó �y� b �  � �Ë�rÓ�� � �¤ X��Â������ �¤� �¤bc�y�

�I´X©/8� �
g
�

½ ´�� �y�¨�Ù� ���§�X�y�¤� � �¨  � �O�°í- Xb � �%�¤ �b ��� �X� � � � �¡ �í�� � Á � ³I´Xb«�¨��í�� �«� í-b��¤  � ��©'��� � �� � ��© � �
b«�-b � bc�Â������ �¤�·� Ó�� � ¸ � ��� � b«�¨b«Óy���¨�'�¨ X�%Ó �y� ´X���yº

rg
�y���¨� bc¥b«� ¿ ���o�¨bc��� ���£�������«�y�¨� º

rg
b � �¤�@�

� © �y�«� � � �X���^�ýºS� �·� bc � � � � � ´��¤b«���)© � ¸µ���y�â8�Ç�8��� �y� bcªo��¥E�o�X��´XÂ� K� � �X¥Ëb�ºub«�\b � �¤�@�	Xb«Â��@�¨ X� � �
í-b �«� 8�%�X� � �@��©�bc�Ë�¤ X�%�y���¤b«©µb«ª � �¨bc���µ� � �@��� �¨� �¤�Üb«©µ� � �rÓ��2�¤ �� � � � ´��¤bc�y�E���X�o���¨ X�o¸ �y� �%b«�
�¤ ���ºS� �·� bc � � � �oÂ�bc��� �â²  Xb � b �À� �8���ob �y�«� ¸E� � ´X��b«º+�¨ X��ºS� �y� b« � � � ��Â�b«����b � ���y�Ç�o���X�X�o�o�¨��¥�� � �X¥
�¤ ��Ç�$ó�� � � �¤� �¤bc�y�) � ��´XÂ� ��\�¨ X� � � �y� �¡ Ëbc�)�y�X�2�8� � �¨bc���'�yºu�¤ ��ÇºS� �y� bc � � � ��Â�b«���µ�¨  � �\¥X��� � �X�·�
���y�I� � bc�Ë�¨ X������� � � �¨� bc�X�o¥��y���¤b«©/´X©��yº4�¨ X��� � �y � �o© �
²  X�Ü�����¨bc© �y�~� �$�¨�¤b«�XÂEºS� � �¤ X�/Ó �y� ´X� �

rg
b � � � �� � ��© ¥X���8���X¥������ � �X¥ � �ê�����¤bc©'bcª � �¤b«���

� � �� � �o©�bc�øb����Zí-� � Õ �	� � �y� �¤� � � � �¨b«Ó��/�¨�Ë�¤ Xb � b �¨� ´X���~�¤ X� � �¤�@�¡  �y� �¨bc� �¤� �XÁIbc�XÂ»¥X�o¯X�X� ���
í � ¸Ë�¨� � bc©	´ �ñ� �¨� � ¥�¸@� � ©'bc� � ¥ � ��� � �¤bc�y�Ë�yº4�¨ X��� �y�¨� ©µ�$�¤� �¨�

rg
�

{��«���«���{ ù s8n4Ïop�qÍ�Xz�nQp'Î~�°nwt4È�z�nwÌ
8°� �-� ��¸ËÂ�b�Ó��o���8��� �·� �¹¸E�o���Mp'��bc�o���

rg > 0
� �o�â�¤ �� �¨� �XÁIbc��ÂÜ�yº

λ
b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� 8�

f ′(x1) ≤ f ′(x2) ≤ . . . ≤ f ′(xλ)

í- X� � �
f ′ b � �¨ X�µ� �¤� � � ºS� � © � �¨bc���ê�·º��¤ X�:¯X�¨�X� �Ù� ºS´X�X�$�¤bc�y�úÂ�b�Ó��o���¸úÒ!³I´ � �¤bc�y� #>�y��Û°%ô� D �í-b �«� ´ � � � � � X � �oÓ@b � �¤b«���E�yº4Ò ³I´ � �¤b«��� #>�y��Û°% �¤� � bc©'� � b�º=¸:�X�y� � �¤bc�y��� � ��¥ � �o�

f ′(xi) = f ′
i =

fi + rgφi = f(xi) + rgφ(xi)
�

� º+í����ôó � ©µb«�X�2�¹í�� � ¥ '¨� �������Àbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� bc�Ë�¤ X��� � ¥X� � b«�X¥X´X�o��¥»I¸
rg
bc�ËºS´X���o�¤b«���

f ′ �í���� � ��� � � � Óy���¤  � �
fi + rgφi ≤ fi+1 + rgφi+1ºS� � �$Ó�� � ¸

i = 1, 2, . . . , λ− 1
�

D ��¥X�$¯°�X���¤ X��[ML@EH]dEn[�R�T�gIJMGYR�T¥]i« [\m(J%f.[MEnJMGI]
r̆i
ºS� � �¨ X� � ¥ '¨� �o�����À� � b �

i
� �X¥

i+ 1
� �·�

r̆i = (fi+1 − fi)/(φi − φi+1)

í- X� � �Àb«� b �!�y�¨� ´X©µ�o¥'�¨  � �
φi 6= φi+1

� ð��y�¨���¤  � ��b�º_í\�-  � Ó��
rg
¯�ó���¥��I�¤ ����:�¤ X� � � �y� ���¨  � �o�

� �·� � � ºS� � �¨ X��bc�X�o³@´ �y� b��¹¸µ�¨�' �� � ¥ �
���
fi < fi+1

� ��¥
φi ≥ φi+1

_)²  X����y©µ� �·� b � ���öb �	�¤� bc¥ö�¤�ê8�µU^mojkEHGYR�]9J�Uµ�}«k©�]dGKJ\N\N
ñ@�^GK[M]iEnmoG � �X¥

0 < rg ≤ r̆i
�X©'� � �Xbc�XÂ/�¨  � ���¨ X�%� � ¥X� � bc�XÂÜb«�E¯X�¤�X� �¨� ºS´X�X�$�¤b«���Ëb � í-  � �

b � ¥X���obc¥Xb«�XÂÜ�¤ X��� � ¥X� � bc�XÂÜb«�
f ′ �

���
fi ≥ fi+1

� �X¥
φi ≤ φi+1

_	²  X�E���y©µ� �·� b � ���Kb ���¤� b«¥ú�¤��Q�,U^mojkEHGYR�]:J�U �}«±gIJMGYR�T¥]i«
ñ@�^GK[M]iEnmoG � �X¥

0 < r̆i < rg
��©'� � ��bc�XÂ2�¨  � � �¤ ��â� � ¥X� � b«�XÂ�bc�Ü�8��� �y� �¹¸	ºS´X���o�¤b«���:b � í-  � �

b � ¥X���obc¥Xb«�XÂÜ�¤ X��� � ¥X� � bc�XÂÜb«�
f ′ �

���
fi < fi+1

� �X¥
φi < φi+1

_§²  X�»����©'� �y� b � ��� b �:�¤� b«¥N�¨��8�èGKmoGI²£U^mojkEHGYR�]9J�U � �X¥
r̆i < 0

�°©'� � �Xb«�XÂ/�¤  � �â�¤ X��� � ¥X� � bc�XÂ:b«�
f ′ b � �X�y�-¥X�o��b«¥X��¥��X��b��¤ X� � I¸ f ��� � �¸ φ �
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¦2 � � � Óy���¤  � �-�¤ X� �ñ�y� �-�Q� �¨� b« � ��� �y� �
fi ≥ fi+1

� �X¥
φi ≥ φi+1

b � �X�y�À�X�o��� �Ù�¤�y� ¸B�QQ�o� � ´ � �
b«�À�o����� �¤� ¥Xbc�$� � �¤ X� �y�¨� ´X©'���¤b«���»�¨  � �

f ′
i ≤ f ′

i+1

��²  X���X�����ý¥X��©'bc� � �¨��¥� �·� �	b �À�y�c� �µ������b«�
í- Xb«�¡ )�¤ X�ÀÓ �y� ´X�À�yº

rg
  �y� �X� � � � �$Ó � �X��� �C� � � Ó �·� ´X�Àb � � � b«�¤b«� �y� �� X�rí\�$Ó�� � ��í- X�o�Ë����©'� �y� bc�XÂ

bc���¤ X��¯ �¨� �+�¹í��%� �y� � � � �·� �¤ ��\Ó �y� ´X�^�yº
r̆i
� �o� �Ô�y�+� �¤  � � �  X� � ¥	�¤�2¥�����b«¥X��í- ��o�¤ �� �!�Ç� � � ´��¨bc���

xi
b � 8�o�¨�¨� � � � �X�y�\�¤  � � ��� � � ´��¤b«���

xi+1
� 8_� � �$ó � ©'� � ����b�ºaí��%bc�X� � � �·� �Ç�¨ X�ÇÓ �y� ´��Ç�yº

rg
b«�

�¤ ���¯ �Ù� ��� �y� �À�¤��Q�À XbcÂy X� � �¤  � �
r̆i
�I�¤ ����)�¨ X� � � � ´��¤bc�y�

xi
í-b �c� � �y�¨� º � ��© 8��b«�XÂ	8�o�Ù�¤� � �@�¨�

8��bc��Â2í\� �Ù� �â�¤  � �
xi+1
� 8°� � �¨ X�â�����¨b � �â�8���X´ �ñ� �¨bc�����Z�¤ ��â�¡ X� � �o�µÓ �y� ´X���yº

rg
í-b �c� ¥X�o�¨� � ©'bc���

�¤ ��-º �¨� �o�¨bc���:�yº6bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c�Ô�¨� �XÁ·��¥)�y� � ¸ � ���o� � ¥Xb«�XÂ��¤�%�¤ X�À�8��� �y� �¹¸/ºS´X�X�$�¤b«����� � �X¥:�¤ ��������
�¤� �XÁy�o¥§�¸E¯X�¨�X� �Ù� ºS´X���o�¤b«��� �
¦2 � � � Ó��µ�¤  � �	�X�y���oÓy� � ¸ú�8� �¨� bc � �:Ó �y� ´X�:ºS� �

rg
� � ��bc��a°´����X�o�µ�¤ �b ��� � � ���$�¤bc�y� �Ë²  X� � �

�y� ��´X���Q� �
rg
� ��¥ � �rí�� �

rg
Q�y´X�X¥ ��� ´X�¡ E�¨  � �O�@b«º

rg < rg
���¨ X���)�oÓ�� � ¸µ����©'� �y� b � ��� � ©µ����Â

� � � ´��¨bc��� � í-b �c� 8�� �y� ��¥§´��Q���¯X�¨�X� �Ù� ºS´X�X�$�¤b«����gO� � ��¥§b«º
rg > rg

�°�¤ X�o���$Ó�� � ¸»����©'� �y� b � �y�
� ©'���XÂ � � � ´��¨bc��� � í-b �«� 8�% �y� �o¥�´��Q����8��� �·� �¹¸)ºS´��X�o�¨bc����h � ¦2 � � � Ó����¤  � �â�¨ X�2Ó �y� ´�� � �yº

rg� �X¥
rg
�y� ��¥X�o�Q�o�X¥ � �������Ë�¤ X���o´ �¨� ����� � � � ´��¤bc�y� �

xi, i = 1, 2, . . . , λ
�

� �   �y� Q�o���Ü¥Xb � �o´ �¨� ��¥:� � �$Ó@bc��´ �Ù� ¸��¤  � �Ô�X�ob«�¨ X� � �·ºX�¤ X� � ��� �y� � � í-b �c�I� � � ¥��¤�Ç�¨ X�������¨bc© �y�
���y� � � �¤� b«�X��¥ � � � ´��¤bc�y� �h� ���¤ Xb �+� �o� � �����¤ X�������¤b«© �·� Ó �y� ´X�!ºS� �

rg
©	´ � � �ñ� ¸�bc���¨ X� �¨� �XÂ��^º � ��©

rg
�¨�
rg
� � �E�¤  � ���¨ X�/�o��©µ� �y� b � ��� � ©µ�y�XÂ � � � ´��¤bc�y� � í-b �c� 8�	 �y�c� �X�o��¥î8�o�¹í����o�K�8��� �y� �¹¸

� �X¥¯X�¨�X� �Ù� ºS´X���o�¤b«��� �
{��«���«�� Ä ç	Î~èTiQprsuxÍÎ~�°ÏopZz�x»qZ�°n~ûuz�nwÌú�°ÈSÌ8s_qÍz=pZÎ4�
²  X� � �¤�@�¡  �y� �¤b«� �¤� �XÁIbc�XÂµb � ��������� � �X��¥îí-b��¤ »�¤ X� � bc©	´ �ñ� �¨bc����yº+© � bc��� � b«�Xbc��Â/�¤ X��Ó �·� ´X�

rgbc���¤ X� �¨� �XÂ��
rg ∈ [rg, rg]

��¿ �¨���¡  �·� �¤b«� �¤� �XÁIbc�XÂE´ � � ��� � � �� � Xb � b«�¹¸
pf
�yº!´ � bc�XÂ)��� � ¸»�¤ ��

¯X�¨�X� �Ù� ºS´X���o�¤b«���ºS� � ����©'� �y� b � ��� � bc� �¨� �XÁIbc�XÂ'bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� bc��¤ X��b«��ºS� �y� bc � � � �oÂ�bc�y�»�·º+�¤ ��
� � �y� �¡  � � � ��� �
²  X� �¤� �XÁIbc�XÂµb �2� �¡ Xbc�$Ó���¥ê�¸ � X´XX � �M� � � � �"� � bcÁ·��� � �@���o¥X´ � �/í-b��¤  � � � �¨���¡  �·� �¤b«�	�o��©±�

� �y� bc�XÂ	���Q� �¤� �¨� ��� ²  � � ���o��¥X´ � �%b �   �y� �¨��¥Eí- X�o�����'�¡  � �XÂ��%b«�E�¤ X� �¨� �XÁ)� � ¥X� � bc��Â/���o��´ �Ù�
í-b«�¨ Xbc� � �o��©µ� � �o�¨� � í����o� �'²  Xb �%� �¤�@�¡  �y� �¨bc� �¨� �XÁIbc�XÂ� � ���o��¥X´ � �:� � �ø8�Ü´ � �o¥ �y� �¨ X� � �@�
� �o�o�¨bc���î�y�Q� �¤� �¨� � �yº � ��¸î�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ �·� Â�� � b«�¨ X©Úbc�§í- Xb«�¡ ê�¤ X� � � � �o�o�¨bc���êb ���E� � � �¤bc��ÂE�yº
�¤ ��)bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c��� ����� � ¥Xb«�XÂ��¨� � �o� � � � b«��� � ¥X� � � � �X¥K�¤ X�o�öÁy�o���Xb«�XÂ§�¤ ��)8� � �	bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c�
ºS� � �¨ X���X�$ó@�ÀÂ������ �¤� �¤bc�y� � ²  Xb � í-b �c� 8���$ó�� �c� bc�X�o¥bc�¥X�o� � b � bc�»�\  � ���¤� �Ç���
iQprsuxÍÎw�°Ï$pZz�xËqZ�°n~ûuz�nwÌö}wqZsux�è@t4v~qZè

Ö É�ÛCË j = 1 ÅIÉ λ Ì
Ij = j ÍÖ É�ÛCË i = 1 ÅIÉ N ÌØ
Ö É�ÛCË j = 1 ÅIÉ λ− 1 ÌØ

Â Ö Ë φ(Ij) = φ(Ij+1) = 0 É�ÛçÛ�Æ�Ã�ÒCËMÌ < pf Ì
jlk(EGIJIK>\Q+m:n_oDp�qsrJtNp�nvuXwyxKz\uX{|x~}Xn�lk(EGIJIK>\Q�}X�Xp�qsrJtNp�nvuXwyxKz\uG{�x~}Gn
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Ø
Â Ö Ë f(Ij) > f(Ij+1) ÌÕ»Ï Æ�Ó Ë Ij � Ij+1 ÌÎÍã

Ñ�Ç Õ Ñ
Â Ö Ë φ(Ij) > φ(Ij+1) ÌÕ»Ï Æ�Ó Ë Ij � Ij+1 ÌÎÍã

Â Ö Ë�Ã�É Ô°ÕoÏ Æ�Ó Ô ÓIÑBÛ Ö É�Û Þ ÑBÒ�Ì
i = N Í ÙxÙ?� Û�Ñ^Æ�å Å Ð Ñ Ö É�Ûã

¦2 � � � Óy�§º � ��© �¨ Xb � � � ���o��¥X´ � �����¨  � �'�¤ X� �y� Â�� � b��¤ X© b � �Q� � ºS� � ©µb«�XÂ � �'©µ� � �
N
� í\�o��� �

�¤  � ��´XÂy C�¤ X�»í- X� � �§�8���X´ �c� �¤b«��� � D  X�o�
pf = 0

���¤ X� �¤� �XÁIb«�XÂöb � �rÓ�� � �¹�8��� �y� b«ª���¥K� � �X¥
í- X�o�

pf = 1
�I�¤ X� �¤� �XÁIb«�XÂ	b � ´��X¥X� � �¹�8��� �·� bcªo��¥�� � �	b«�^b ��� Â��@�@¥)bc¥�� � �¤��� � Áy��Ó �·� ´X� � ºS� �

pf�¤  � � �y� ���X�ob«�¨ X� � � � � � ���¨�
0
�X� � �¤�

1
�

½ ´�� �y�¨�Ù� ����7 �Z¼N9 �X�y�¤� � �¤  � � b«º°�¨ X���I´X©/8� �
N
�yº � í����o� � �¤ X� �·� Â�� � b«�¨ X© �Q� � ºS� � © � �¤�o�X¥ �

�¤�Àbc��¯°�Xb«�¹¸��Í�¨ X�����¤ X� �¤� ��Á@b«�XÂ-í-b �c� 8�^¥X�o�¨� � ©'bc����¥ �y� ºS� �c� �rí � �·b�º
pf > 1/2

�¨ X�����¤ X� �¤� ��Á@b«�XÂ
í-b �«� 8�â´X�X¥�� � �ý�Q�o� �y� bcª��o¥�� � �X¥:b�º

pf < 1/2
�¨ X���:�¤ X� �¨� �XÁIbc��Â2í-b �c� 8�â�ZÓy� � �¹�8��� �y� bcªo��¥ �Ô²  �b �

� � �)8� � �oÂ �y� ¥X��¥ �·� b«�X� � � �y� bc�XÂ
N
b � �$Þ6�o�o�¨b«Ó�� � ¸:�¤ �� �¨� ©µ� �y� Ó �·� ¸@bc�XÂ

pf
� � ¸:�¤ �b �!� � �y� ���K�

 X�2¥�����b«¥X��¥Ë�¨� � �$�
N = λ

� � �X¥Ë©'�@¥Xb«º=¸
pf
�¤�	������� � � � �¨ X�2�8� � ºS� � © � �X�o�2�yºu�¤ �� �y� Ây� � b��¤ X© �

²  X� � � � ´ � �Ü�yº � �¤�@�¡  �y� �¨bc� �¨� �XÁIbc�XÂ§bc���¨ X�)í�� �c� Á@���Zí-� 8���X�¡ �© �y� Á �·� �EÂ�b�Ó��o��bc�ö�¤ ��
� �X�8����¥Xb�óÄ�°í-b«�¨ »�ôó��������¤bc�y�§�yº4�¤ X��ºS´X�X�$�¤bc�y�

g02
� bc�X�o���¨ X��Ó �y� ´X� � ���� � bc�X�o¥»b«�»�¨ Xb � �¨ X� � b �

�y� ��©	´X�¡ �8�o�Ù�¤� � �¤  � ��¤ �� � ���8� � �¨��¥»�¸ ½ ´�� �y�¨�Ù� ��� �
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d r	�ts h»jf� �

� � e4/�> h$�aegf	�t��� * /�1 et���8h$r	3 l

²  X��� � b«Â�bc� � �yºÔ�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸E�o��©µ��´�� � �¨bc���� � ��8�%� �¨� ���o¥§ � �¡ÁE�¨�Ü�¤ X� �ñ� �¨� �rÛ�ÖyÃ ò � �° X�rí��
�oÓy� � �X�¤ X�2���oí��¹8� � �E¯°� � ¥ � ��© � b«�X��¥ � � �c� �¤b�Ó�� � ¸'´X�XÁI�X�rí-�Ë�¤�/�¤ �� � �obc�����¨b«¯°�%�o��©µ©	´X�Xb«�¹¸:ºS� �
�y� ©µ� � �	�¨  � �o�»¥���� � ¥X� � �\© � bc� � ¸K¥X´X�Ë�¤�î�¨ X� �ñ� �¡Áú�yºÀ����©'�X´�� � �¤b«��� �y� �Q�rí�� � bc�ö�¨ X�Ë� �y�Ù� ¸
� � � Â�� � �·º6�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸	�o��©µ��´�� � �¨bc��� � D b��¤ /�¤ ��-í�� � Á � �yº ï � �c�ñ� �X¥�7 ���`9 � ½ �o�¡ X���I8� � Â�7 ��¬F9 �
¿ �¡ �í��oºS� � 7 �r¾N9�� �X¥8°��Â�� � 7 ¾F9 �Ô�¤ X�Ë�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ú�o��©'�X´�� � �¤bc�y� � � �y� �¨��¥��¤�§Â � �ríî� � �X¥öí��
��´ �¨� �o��� � ¸E�� � � � Óy� �:� �¨� � ¥�¸Ebc�X� � � �·� ��bc�Ë�¤ ����I´X©	Q� � �·º+�X´� � b«� � �¨bc��� ��� �X¥������ºS� � �o�X��� � b«�
�¤ ���¯X� � ¥ �
²  X�	©'� � � � bcÂ��Xb�¯°� � �I� � ¥�Ó � �I� � Â����yºÔ´ � bc�XÂµ�oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ �y� Â�� � b«�¤ �© � �rÓy� � �·�¤ X� � �����¨b��

©'bcª � �¤bc�y���¤�o�¡ X�Xb«³@´�� ��� bc� � bc�î�¨ X�ÜÂ � � � � � ¥ � ��� � Xb � b«�¹¸ � �X¥ a°�ôó�bcXb � b«�¹¸»�yº!�¨ X�:�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸
� � �y� �¡ K� �y� ����Â»í-b��¤ ú�¨ X� � ��X´ � �	�8� � ºS� � © � �X�o� � �X¥öÂ � �� �y� � � �y� �¡ ��¡  �y�¤� �o�¤� � b � �¤b«� � 7 �W9 �$� �
º � �$�O�I�oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸�����©'�X´�� � �¤b«��� �  ���´ � ¥'8� � ��Â �·� ¥X�o¥ �y�^� Â��o�X� �¨�y�_� ¥ � ��� �  � �â��������������ºS� �
� � �� � �o© � � � Ó�b«�XÂ�� � �8���ob �y�«� ¸Üí�� �«�Q� ´Xb«�¨��¥)ºS� � ¥Xbqp'�o´ � �������¨bc©'bcª � �¤bc�y�Ü� � �� � ��© � � �¤� �¤ X� � �¤  � �
� ��� �«� �o�o�¤b«���Ë�yº � � �ñ� �¨��¥ � �X¥ � � � ¥�¸°�ý�¨���¹´ � � �y� Ây� � b��¤ X© ���

³±{}z �ÿ�P��� �@�Î�`�b� ��� �b� �����b·W���Î�`�b�<�î¸�� � ·D�|�|¸h�M��º<ì
× b«Ó��o� � �������¤bc©'bcª � �¤b«���E� � �� � ��©

(S; f)
�°¥X�o¯°����¥ �·� b«� ¿ ���o�¨bc��� ����� �Xí-b«�¨  �Ü� � �y� �¡  � � � ���

S
� � �X¥ � ºS´X�X�$�¤bc�y�

f : S → R
� � ��oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸ �y� Ây� � b��¤ X©ib �-� �¤´�� � �
EA(Ω, k,Πk, τ ; Ψ,Φ, σ;O)

#������»%
í- X� � ���

Ω
b � �¨ X�µN(J�R�L&[\�ïN9g�R^[\J��yº2�¨ X� �y� Â�� � b«�¤ �©?�

Πk = Ωk b � �¤ X� � �$�E�yº �·�c� �Q� �¨� b« � �gIm\gY�^T�R�]iEnmoG�Nµm:ñ?NME�loJ
k
� �X¥

τ : Ω → S
b �Ë� ºS´X�X�$�¤b«���U© � �X�Xbc��Âö�¤ X� � � �y� �¡  � � � ���ø�yº

�¤ ��������¤bc©'bcª � �¤b«����� � �� � �o© �¤�K�¤ X� � � �y� �¡  � � � �o�§�yº��¤ X���oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ �·� Â�� � b«�¨ X©*�
Ψ =

(ψ1, ψ2, . . . , ψn)
�^í- X� � �

ψi : Πk × [0, 1] → Πk
ºS� � �oÓy� � ¸

1 ≤ i ≤ n
� � �X¥ � �o� � � � �o�I�

�¤ �� jk��]nR�]iEnmoGðm\gIJML�R�]9moL&N��
Φ = (φ1, φ2, . . . , φm)

�Qí- X� � �
φi : Πk × [0, 1] → Πk

ºS� � �oÓy� � ¸
1 ≤ i ≤ m

� � �X¥ � ��� � � � �o���^�¨ X��[ML&m(N\N(mo¦�JMLSm\gIJML"R�]:moL&Nv�
σ : Πk×Πk×Rk×Rk× [0, 1] → Πk

�
� �X¥ � ��� � � � �o�����¨ X�FN(JMT�J\[M]dEnmoGðm\gIJML"R�]:moL�� � �X¥

O : Πk × [0, 1] → Πk
� ��� � � � ����� � �¤ X��moL"U^JML

�yºw�¤ X�����8� �¨� �¤� �¨���
� ¸ö���y� � �¨bc���K� � �$�

K = {1, 2, . . . , k} � D �)í-b �c� � �y�«� ψi
jk�^] R�]dEnmoG<ñ@��GK[M]dEnmoG�NM� � �X¥

φi[ML&m(N\N(mo¦�JML�ñ@��GK[M]dEnmoG�N � Õ �c� ���Ií��À� �y�«� gIm\gY��T�R�]dEnmoG�N-�¤���¤ X�À� � ��©'����� � �yº
Πk
�@�¨ X�o¸Üí-b �c� ´ � ´ �y�«� ¸

�ZÖ



�r¬ à)�S� �Çä4å¨��¼�  å��^áª¾���ä�¡$á-ã��Z�5�f�Z¾ ��á���¡�äh� ¢îæ

8� � ��� � � � �����¤�o¥UI¸
Pi = (Pi,1, Pi,2, . . . , Pi,k)

� 8°� � �¨ X� �¤� Á·���yºÇ� �c�y� b��¹¸B�!í\�í-b �«� ¥X�o¯X�X�
Ψ(Pi, r) = ψn ◦ . . .◦ψ2 ◦ψ1(Pi, r)

� � �X¥
Φ(Pi, r) = φm ◦ . . .◦φ2 ◦φ1(Pi, r)

�¤� �y�¨� ´X©'�À�¨ X�
�¤� ©µ�

r
í-b �«� 8�2´ � ��¥Ëb«�E�oÓy� � ¸Ebc���¤� � � �y� ºS´X�X�$�¤bc�y� �Ô²  Xb �

r
� ��� � � � ����� � �¤ �� �¤� ��¥X��©��@´�©/Q� �

Â��o�X� �¨� �¤�o¥ �¨�î© � Áy�)�¨ X�E���8� �¨� �¤� �¨� GKmoGI²£U^JM]9JML@jkEHGIE�NM]iEn[ �,� �/b � ���y�Ü  �y� ¥ö�¤� � ���E�¨  � �Ü�����
�¤� �X¥X��©®�I´X©	Q� � b � ���X�y´XÂ� Ë�¤�'� � � � �¨� � � �·� Xb�� �¤�·� ¸ � ©µ��´��I�-�·º �¨� �X¥X��© ¥ � � ���
¿ ��©'�E�¤b«©µ� � b«�	í-b �c� 8�Ë´ � �$ºS´ � �¤� � �X� � ¸K�¤ X�Ë���8� �¨� �¤� �¨� ¥Xb � ���$� � ¸ú�¨�êbc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c�F# b � � �

� � ��©'����� � �yº4�8���X´ �c� �¤b«��� �\% bc� � �¤� � ¥»�·º+�8���X´ �c� �¤b«��� �o�
� �ê�¤ X�/� �y� �Ü�·º�©	´�� � �¨bc���K�8í��/í-b �«� mo¦�JML@T�m}R°U / �¤ ��

ψj
ºS´X�X�o�¨bc��� � �¤�E�¨ X�	ºS´X�X�$�¤b«��� �

ψj :
Ω × [0, 1] → Ω

� � �X¥ �y�Ù� ´X©'�%�¤  � �O�°b«º
Pi = (pi,1, pi,2, . . . , pi,k)

���¤ X�o�

ψj(Pi, r) = (ψj(pi,1, r), ψj(pi,2, r), . . . , ψj(pi,k, r))
#����±��%

Õ � ºS� � �¤ X�À� � � �¨� �rÓ�� � ���Q� �¤� �¨� �¨� ��í\�Àí-b �c� ´ � ´ �·�c� ¸ � ��³I´Xb � � � ©'� � �À�o��©'� � �ôó:©µ�o�¡  � �Xb � ©
�¤�Ü�rÓy� �¨� � � ¥Ë�¤ ��2ºS´X�X�o�¨bc��� ���!� �o� �-�y�¨� ´X©µ�2�¨  � �â�¨ X� � �$�-�yºwbc���¤�oÂ�� �Ù�

R = {r1, r2, . . . , rn}
b �

� ´��¡ )�¤  � �^í��À� � � � ��¥��o¯°�X�-�¤ ���� � � �Ù� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� �Ù�^�y�
φj : Ωrj × [0, 1] → Ω

� � �X¥ �·�¨� ´�©µ�
í��µ  � Óy� � ºS´X�X�o�¨bc���

sj : [0, 1] → Krj
�µ²  Xb � ºS´X�X�$�¤bc�y�øí-b �c� ���� � b«� � Ó��o�o�¨� � �o����� � b«�Xbc��Â

�¤ ���b«�X¥X�$ó�� � �yº
rj
bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c� º � ��© �¤ ����8���X´ �c� �¤b«���

Pi
�¤�KQ�»� � � �¨� ��¥k�¸ �¤ ����X�$í

φjºS´X�X�$�¤b«��� �)� �'�¤ Xb ��� ��� � �����y�� � b«�Xbc��Â
k
´X�Xb�ºS� � © �¤� �X¥���© �I´X©/8� �¨�

vi
º � ��©

r ¡ �y�X�ÀºS� � � � �¡ �X�$í bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b«�Ë�¤ X���8���X´ �c� �¤b«��� ¡ �I�¤ ���� � � �Ù� �rÓ�� � ºS´X���o�¤b«���Ëí-b �«� 8�%Â�b«Óy���»I¸
−→xj,u = sj(vu)

ºS� �
1 ≤ u ≤ k� �o�

qj,u,t = p(xj,u)t
∀1 ≤ t ≤ rj

φj(Pi, r) = (φj(qj,1,1, qj,1,2, . . . , qj,1,rj
; r), . . . , φj(qj,k,1, qj,k,2, . . . , qj,k,rj

; r))
#������B%

¦2 � � � Ó����¤  � � −→xj,u
b �^� Ó����$�¤� � í-b«�¨ 

rj
� � �o©µ�o�I� � � � �X¥'�¤  � ��� � �¡ E� � ��©'�����

(xj,u)t
�·º6�¤ ��

Ó��o�o�¨� � b �%� �I´X©	Q� � Q�$�¹í\�o���
1
� �X¥

k
� � �E�¤ ��o¸î� � � � � � Ó�� �y� bc�X¥X�ôó�� � ºS� � b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� b«�

�¤ ����8���X´ �ñ� �¨bc��� �
²  X��ºS´X�X�o�¨bc���

O
b � ´ � ´ �y�c� ¸)¥X�$¯°�X�o¥ �y�

O(Pi, r) = Ψ ◦ Φ(Pi, r)
#����£¢°%

í- X� � �
Pi = (pi,1, pi,2, . . . , pi,k)

� � �X¥
pi,j ∈ Ω

ºS� � �oÓ�� � ¸
j ∈ K

�
� � � ©'� � �âÂ��o�X� �¨�y�°� �$�¨�¨bc�XÂ����¨ X�-���Q� �¤� �¨� �¨� © � ¸/8� � �X� � b«��¥Ü�¤���8���X´ �c� �¤b«��� � í-b��¤  ��� bcªo�

�y�¨ X� � �¨  � �
k
��X´��â�¨ X�2Â��o�X� �¨�y� b«ª � �¨bc���µ�yº~�¤ X�2¥��o¯°�Xb��¤b«���Ë�yº � �Ë�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ �y� Â�� � b«�¤ �© �y�

� � � �¤�o¥�8�oºS� � ��b �â� bc©'� � � � �X¥b �â� �$º=�â�¤�Ü�¤ �� � � � ¥�� ���
²  X��Â����X� �¤�y�u� Áy�$�¤�¡ §ºS� � �¨ X���oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ �y� Ây� � b��¤ X©�b �

ÅÇÆ s8È�vupZzSs8nw�XqrÉNÊËÈSÌ_s8qÍz=pZÎw�

ÂOÃÄÂ(ÅYÂ�Æ�Ç�Â?¢�Ñ Ô Ó�É»ÓxÊYÇBÆ�ÅYÂBÉoÃ P0 Í£ Ñ�Å i = 0 ÍÏ°Ð ÂBÇBÑ)Ë�Å�ÑBÛ Þ ÂOÃIÆ�ÅYÂBÉ»Ã Ô æoÛ�Â(Å�ÑBÛ�Â�Æ Ô Â Õ^Ô ÃÄÉoÅ Ô}Þ Ñ�Å Ì
;�¤�Y�HJO�@?A#BW¥DAZEGRPRPHKON¥N¦\L b B¨§ª©?ONU�L#HJBDONY b H«L�= L�=?>�Y#EDRP>¬ONEDRP>D¦DCN©:L b H«L�=PQ?H«v>�A�>�O`L�®^HKONQ
¯ªO^©?R°CF>VA&BG§FL%M^@F>l±BG§�EGA�¥D©NR�>VO`L�YVd³²´Oµ¥D>VO?>�AZEGI|¦^H«L�H�Y�U�IJ>VEDA§ªA#BWR¶U�BWO`L#>�]^L b =?>�L#=?>VA b >�EDA#>·A#>�§ª>�A�A#HJO?¥°L#B1BWO?>¸BDA�EGONBGL#=N>�A\d
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Ø
Pf = O Ë Pi � Û�Æ�Ã�ÒCËMÌ ÌÎÍ
Fi = computeF itness Ë Pi ÌÎÍ
Ff = computeF itness Ë Pf Ì�Í
Pi+1 = σ Ë Pf � Pi � Ff � Fi � Û�Æ�Ã�ÒCËMÌçÌÎÍ
i = i+ 1 Íã

Ò � �¡ ��yº��¨ X� � ���y�aò � �$¸�� � � �Ü�y� �µ� �y�«� �o¥ �^JMGKJML"R�]dEnmoG�NM� � �X¥K�¤ X�'�¤� � ©'bc� � �¨bc���ø� � b«�¨� � b � ����´ � ¥
8�E�¤  � � � �o� � � � bc� �I´X©/8� � �·ºÇÂ��o�X� �¨� �¤b«��� �   � Óy�»� �y�¨� ��¥���� � �¤  � � � ��� � � � b«� � ©µ�y´X���Ü�yº
¯X�¨�X� �Ù� ºS´X�X�$�¤bc�y�E�oÓ �y� ´ � �¤b«��� �   � Ó��ÇQ�o��� � � � �¡ X�o¥��X� ��� ©'� � � � ���� Xb � �¤bc� � �¤�o¥µ�¨� � � � ´X�¡  �y�\�
�8���X´ �c� �¤b«���µ�o����Ó�� � Â��o�X��� �¤� �¤�Ç� ��� Ây���X� �¤� �¨bc��� �·� ¥Xb�Þ6� � �o�X���À�¤  � � �  �� � ¥Ë  �·� 8�����Ë©'�o�}���$�¤� �
× b�Ó��o� � �8���X´ �c� �¤b«���

P = (p1, p2, . . . , pk)
�~�¨ X�Ü¯X�¤��� �¨� b � ´ � ´ �y�«� ¸§����©'�X´��¨��¥ �y�

F =
(f ◦ τ(p1), f ◦ τ(p2), . . . , f ◦ τ(pk))

�8í- X� � �
f ◦ τ(pi)

b � � �·�c� �o¥��¨ X��¯X�¨�X� �Ù� �yº!bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�
pi
�
²  X��© �(' � � b��¹¸µ�·º+�o´ �¨� �����Àbc©'� � �o©µ�o�I� � �¤b«���'�yºw�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ �y� Â�� � b«�¨ X© � ¥X� � �o���X¥»º � ��©

�¤  � ��� � � �c� �¤�o¥�X´��/bc��¥X���8���X¥������ � ¸�¥X�$Ó�� � ���8��¥ � ��� � � � �¡ X� �`_º¹ JMGKJM]dEn[¼» T �^moL@EH]�^j�NM��W�¦�moT¥�^²
]dEnmoGYR�LM«�) L&m���L�R�jkjkEHG^� � �X¥,W�¦�moT¥�^]dEnmoGYR�LM«¾½�]dL�R�]9Jn��EnJ\N �
ÒÔÓ�� � ´��¤b«��� �y� ¸/� � ��Â �¤� ©µ©'bc�XÂÀí �·� � � bcÂybc� �y�«� ¸%�·Þ6� � ��¥ �y�!� � � �Ù�¤�o©µ���+�¤��� � � � �¨� �·� �¤b�¯°��b �y�

bc���¨� �c� bcÂ��o�X��� �u²  X� � �X� � � � �¡ �í �y� �¤�À� � � � �¨��©�GIEH]9JCNM]nR�]:J�j¶R^[\�^EHGKJ\N # 8 ¿XØ,% �¤�À� � �o¥Xbc�$�w�oÓ��o��� �
 �y� ��¥î´��Q���»ºS� � ©'� � �� � � � Ó � �¤b«��� ��� Õt8 ¿XØ b �À� � �  � � �¤� �$�2© � �¡ Xbc����í- �bc�¡ §� �¤� � � ºS� � © �À�
� �o³I´X���X�o��yºâbc���X´�� � ¸@©/Q� �c� bc���¤� �§� �o³@´����X�o�»�·ºâ��´��¨�X´�� � ¸@©/Q� �c���»²  X�)� �¤� � � ºS� � © � �¨bc���
¥X�o�Q�o�X¥ � ��� � ¯°��b«�¤� � �o�À�yº � � � �¤� �Ç� ��¥ � ¯°�Xb��¤� � �o�À�yºw� �¤� � � b��¤bc�y� � ´ � � ���
²  X�-�y�¤ �� � �¹í���© � bc�	�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ �y� Â�� � b«�¨ X© �Ô�y� �â©µ� � ���8���X´ �c�y�¨� ¸�´ � ��¥:�¤�������¤bc©'bcª � �

�¤b«��� � �X¥í-b �«� 8��Â�b«Óy���»Â � � � �¤� �-� �¨�¨�����¤b«��� �

³±{&³ ¿ �ª� ���Î�}�À� ·W�|�î¸��@��º<ì �
× ���X�$�¤bc� �y� Â�� � b«�¨ X© �Q#�× Õ % í\� � �:bc��Óy�����¤�o¥ú�¸ ï � �c�c� �X¥Á7 ���W9 bc�î�¤ �� �rÛ�¬�Ã ò � � � �X¥êí\� � �:¥X�@�
Ó�� � ���8��¥�¸ ï � �c�c� �X¥��@ Xb �â� �¤´X¥������ �À� �X¥ Xb � ��� �«� � � Â�´X� �â� ���¨ X��´X�Xb«Óy� �Ù� b«�¹¸)�yº Ø bc�¡ Xb«Â � �EºS� �
�rÓ�� ��� ¥X�o� � ¥�� ��ï � �«�ñ� �X¥6ò � Ây� �y� ��bc�Ë�o����� �¤�·� �-�¤�Ü�¤  � �-�yº4�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ � � �¨� �¤�oÂ�bc� �-� �X¥»�oÓ��o�
� ´��¤bc�y� �y� ¸µ� � ��Â �¤� ©µ©'bc�XÂ��@í �y� �X�y�-�¤�:¥X� � b«Â�� �·� Â�� � b«�¨ X© � �¤� � � � Ó�� � �Q�o��b«¯X��� � �� � ��© � �XX´��
�¤� �¤ X� � �¤�	ºS� � © �y�c� ¸ � �¨´X¥�¸)�¨ X�%�X X�o�X��©'���X�y�Ë�yº � ¥ � ��� � �¨bc��� �·� b«�\���o��´ �Ù� bc�E� � �¤´ � � � �X¥E�¨�
¥X�$Ó�� � ��� � �¨ X��� � ¸Ë�¤  � �-����´ � ¥ � bc¥Ë�¨�'b«©µ�8� � �\�¤ �� � ��©'���¡  � ��b � © � �¤�'���y©µ�X´��¤� �â� ¸ � �¤�o© �o�
D   � � ï � �«�ñ� �X¥'¥X�$Ó�� � ���8��¥)í �y��� ©µ�$�¤ X�@¥µ�¨�	©'�ZÓy� � �Q����´ �ñ� �¨bc���:�yº~�¡  � ��©'� � �y©µ� � g �¨�

� ���oí �8���X´ �c� �¤b«�����¸»´ � bc�XÂ � � �y� �¤b�¯°��b �y� bc©'� � �o©µ�o��� � �¨bc���Ë�yºÔ� � �¤´ �¤�y�~� � � �o�o�¤b«�����¨��Â��$�¤ X� �
í-b«�¨  �¨ X�øÂ������o�¤b«�M�ýbc� � �Xb � ��¥����8� �¤� �¤� �Ù� �·º	� � � �Ù� �rÓ�� � ��©/´�� � �¤b«��� � �X¥ bc��Ó�� �¨� bc��� �×� ���¤ Xb �
©'���¡  � ��b � ©$�Ií\�2  � Óy� � �X�·�¤ X� ��� � � ���$�¤b«���)���8� �¨� �¤� � �¤��¥X���obc¥X��í- Xbc�¡ Eb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«�^�y� ��Â���bc��Â
�¤�)Q� � � � ���$�¤��¥îºS� �Ç� �o� � �@¥X´X�$�¤b«��� �À²  Xb �%� �X¥§�¤ ��/�y�¤ �� � �y�Q� �¤� �¨� �¨� í-b �c� 8� � � �y� ¸@ª��o¥ �ñ� �¤� �
bc�Â � � � �¨� � ¥X�$� � b � �
j�²´OµH«LZY�Y.HJRP@?IJ>VY.L�§ªBDA�RÁL#=?H�Y�UZ=?A�BDRPB`Y.BWR�>\Y¬EDA#>¸Y.L#A�HKO?¥`YBG§!C?H«LZY�d
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� �Ë�¤ X� �c�y� � � �$Ó�� �¨�y� ¸�� �y�¨� �¨ X� � �2  �y� 8���o�Eí-bc¥X� � � � � � ¥b«�I�¨� �¨� �o�¨bc��� � ©µ����Â � � � � �·� �¡ X� �¨�
� �¨´X¥�¸@bc��ÂÀÓ �y� bc��´ � �oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸2�o��©'�X´�� � �¤bc�y�2©µ�$�¤ X�@¥ � � � ��¥��¨ X�!Q�y´X�X¥ �y� bc� � Q�$�¹í\�o��� × Õ��
�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸ � � �¨� �¤�oÂ�bc� � �y�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸�����©'�X´�� � �¤b«����� � �X¥	�y�¤ X� � �$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ � �X� � � � �¡ X� �
  � Ó��� � ��Áy�o�§¥X�rí-��¤� � ��©'�%�$ó@�¨����� �
ð��rí � ¥ � ¸ � � � � � � �·� �¡ X� �¨� �yº=�¤�o�Ë´ � �2�¨ X�Ç�¨� � © Â������o�¤b«� �y� Â�� � b��¤ X© �¤� � �$ºS� � �¨� � ��©'�o�¨ Xbc��Â

³I´Xb«�¨�\¥Xb�Þ6� � �o�I�wº � �y© ï � �«�ñ� �X¥6ò � � � b«Â�bc� �y� ���y�X���o���¤b«��� ��� �	Â����X� �¤�y� �¨� � © � � × Õ �+�y� ���¨ X�\©'� � �
a°�ôó�b« � �%�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸E�o��©µ��´�� � �¨bc��� �·� Â�� � b«�¨ X© � bc�Ë�¤� � © � �yºw�¤ X� � Ó � b �ñ�  � �����Q� �¤� �¨� �¨�-� �X¥
� �o� � � � �o�I� � �¤b«��� �o�
��óZ��ó£ò �[�SýÂ0�ü��Ã�
	£ýÅÄ.ý�÷ ýKù�ü��ÇÆÈ	�6�öCú�ü ù³�µ�
²  X�'� �¤� ¥Xb«�¨bc��� �·� × Õ�� �y�c� ��ÁI�X�rí-� �·� ½�EHj gYT�J ¹ JMGKJM]dEn[+» T �^moL@EH]�^j # ¿�× Õ % b � ¥��o� � b � �o¥ �·�
ºS� �«� �rí ���3É�� bc�XÂ��¨ X�î�X�·� � �¨bc��� ºS� � �$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ �y� Â�� � b«�¨ X© � �!í\�ê¥X�$¯°�X�§�¨ X� � bc©'� � �Â��@�
�X�$�¤bc� �y� Â�� � b«�¨ X© �y�

SGA(pc, pm) = EA(Ω, k,Πk, τ ; Ψ,Φ, σ;O)
�@í- X� � �

Ω = Zl
2

� � �X¥E�¤ ��
ºS´X�X�$�¤b«���

τ
b � � � �y � �o© ¥X�o�Q�o�X¥X����� �

� �â��� � ¸:������� � bc� � ���X�2©	´�� � �¨bc��� #
m = 1

% ºS´X�X�$�¤bc�y�)í- Xbc�¡ K��Â�b�Ó���� � �Ebc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�
p ∈ Ω

�
� �X¥»Â��$�¨�¤b«�XÂ �¤� �X¥X��©®�I´X©	Q� �¨�

s ∈ {0, 1} � ��¥ t ∈ {1, 2, . . . , l} º � ��© r
�

ψ(p, r) =

{

p
b�º
s = 0

(p1, p2, . . . , pt−1, 1 − pt, pt+1, . . . , pl)
b�º
s = 1

# �@�±ÖB%
í- X� � �)�¨ X�)� � �� � �b � b��¹¸î�yº

s = 1
Q�obc�XÂ�ÁI�X�rí-� �y� �¨ X��jk�^]nR�]iEnmoG gYL&m��\R°�}EHT¥EH]i«

pm
�4í- �bc�¡ 

b � ´ � ´ �y�c� ¸ � �o�Ç�¤�
1/l
� ¦2�§�¤ X���y�¤ �� �   � �X¥��

t
b � �ôó��8���$�¤�o¥ø�¨�E8�/´X�Xb�ºS� � © � D �	� � � � �o� �

� �¡ ���© � �¤b«� � �o� � � � �o�I� � �¤b«���Ëbc�F8+bcÂy´ � � ����� �@í- �� � �2í��2� � �E�� � � � Ó��2�¤ ��2©/´�� � �¤b«��� � �Q�·�O� � �X¥
�¤  � �-�Q� � b«�¨bc���Ëb � a°bc���Q�o¥»b«�Ë�¤ X��bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�a�·���Ü� � � ´ � �-�yº4�¤ X��©/´�� � �¤b«��� �

8+bcÂ�´ � � �����B_ ²  X� � �¡ ���© � �¤b«��Ó@b«�oí �·º4�¨ X� � bc©'� � �2©/´�� � �¤b«���E���8� �¨� �¤� �o�
� �!������� � bc� �!�·�c� �Ç��� � ¸����X�â� � � �Ù� �rÓ�� � ºS´��X�o�¨bc��� #

n = 1
% b«�Üb«� � � � � �¨� �ZÓy� � ���8� �¤� �¤� � í- Xbc�¡ 

¯ �Ù� � � � � ���o� � �¨ X�	� �·� ����� � í-b«�¨ �í-  � ��b � � �·�c� �o¥§©�]dGKJ\N\NªgYL\m\gImoL@]dEnmoGø� � L&mo�^T�JM]i]9J�V��IJ\JMT �â²  X�
� ©'��´X���2�·º�� �y� �o�I� � b �%�·� í � ¸ �

2
�6í- Xb«�¡ K©'� � � �

r1 = 2
��²  X�/¯X�¨�X� �Ù� � � ���8� � �¨bc��� �y� b � �¨ X�

ºS´X�X�$�¤b«���Ëí- Xbc�¡ ��°Âyb«Ó��o�»�¨ X���Q�y�X´ �ñ� �¤bc�y�
P = (p1, p2, . . . , pk)

s1(r) = (x1, x2)
# �@��¬°%

� ´X�¡ ��¨  � �
P (x1 = i) =

f(τ(pi))
∑k

j=1 f(τ(pj))

� �X¥
P (x2 = i) =

f(τ(pi))
∑k

j=1 f(τ(pj))
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8+b«Â�´ � � ���±�^_ ²  X� � �¡ X��© � �¨bc�2Ó@bc�$í �yºw�¤ X�������M�¹�8��b«�I��� � � �¨� �rÓy� � �y�Q� �¤� �¨� ���

í- Xb«�¡ �� � ��8�%bc���¨� � � � �o�¨��¥ �y� ���X��bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�   � Ó@b«�XÂ � � � �� � Xb � b«�¹¸'� � �y�Q� � �¤b«��� �y� �¤�Ü�¤  � �
bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� ò � ¯X�¤��� �¨� �yºu8��bc��Â � � � �o�o�¤�o¥Ëbc�'�¤ X�2�o´ �¨� �����â�8���X´ �c� �¤b«��� �w²  X�2� � � �Ù� bc��Â	ºS´X�X�$�¤bc�y�
b � �¨ X���»¥X�$¯°�X��¥ �y� ºS� �c� �rí �

φ(px1
, px2

, r) =

{

(px1,1, px1,2, . . . , px1,t−1, px2,t, . . . , px2,l)
b�º
s = 1

px1

b�º
s = 0

# �@�±¼B%

í-b«�¨ 
t ∈ {2, 3, . . . , l} 8��b«�XÂ �)�¨� �X¥X��©Ú�I´X©/8� � ���� � bc�X�o¥ # º � ��© r

% í-b«�¨ î´X�Xb�ºS� � ©�� � ����
� Xb � b��¹¸B� � �X¥

s ∈ {0, 1} b �µ�ú�¨� �X¥X�y© �I´X©	Q� � í- Xb«�¡ k� � �y � Xb � b«�¹¸��yº%8��b«�XÂ 1
b � ��³I´ �y�

�¤� � ���y� � � � ���	ÁI�X�rí-� �y� �¤ X�,[ML&m(N\N(mo¦�JMLSgYL&m��\R°�}EHT¥EH]i«
pc
í- Xb«�¡ úb � ´ � ´ �·�c� ¸ � �$���¨�

0.7
� � �X¥

(x1, x2) = s1(r)
�4²  X� � �¡ X�o© � �¨bc� � ��� � � � �o��� � �¨bc���'�yº8�¤ Xb � �y�Q� �¤� �¨� � b � b«�¶8+bcÂ�´ � � ����� ��í- X� � �

í���� � ��� � � � Óy���¤ ���� � � �Ù� �rÓ�� � �8��b«�I�}� � �X¥�¤ �� � � � ´ � �¨bc�XÂÜb«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y���
²  Xb � � � � �¨� �rÓy� � ºS´X�X�o�¨bc���§b � ÁI�X�rí-� �y� moGKJM²�gImoEHGI]-� � � �¨� �rÓ�� � �~Q�o� � ´ � �:b«�2b � �o³@´�b«Ó �y� �o���

�¤�/� � ÁIbc�XÂ	���X�2� � � �Ù� �rÓ�� �À� �Q�·� # b � � � �¤ X�Ç�@´�©/Q� �
t
%\� ��¥E� � ÁIbc��Â	�¤ X��¯ �¨� �

t
�^JMGKJ\NÇº � ��©i�¤ ��

¯ �Ù� �À� �y� ����� � �X¥�¤ X� � � � �-º � �y© �¤ �� � ���o���X¥��¨�:� � � � �¤� � �X�oí bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� �

��óZ��ó�� Ê�ö�ú�ýçö��bý�ú�û)ù�ö�ú�øïû�÷ þ��Kö�þ ü:÷56¨ø
²  X� � � �y� � � �I´X©	Q� � �yº �y�Q� �¤� �¨� �¨� ºS� � � � � �Ù� b«�XÂ � �X¥§©/´�� � �¤bc�y���y�¨ X� � �¤  � �§�¤ X� � �oÓ@b«�oí���¥
bc�E�¨ X� �ñ�·� � � ���$�¤bc�y� �!²  X� � � �y� � �y�«� � � ��©'�%���@¥Xbc�XÂ	�Q� �Ù� b«Xb � b«�¤b«� � ºS� � �¨ X�%Â��o�X�y�¹¸@�Q���°bc� � �¤� � ¥
�yº��¤ X�»´ � ´ �y�

Zl
2

� D �»� � � �oÓy���U´ � ��¥Xb�Þ6� � �o�I�µ� �·� ¥Xb«� �y� b��¤b«� � ºS� � �$Ó�� � ¸CÂy���X����b � � �
Ω =

Zi1 × Zi2 × . . .× Zil

�Xí- X� � �
ij ∈ N

� �X¥
1 ≤ j ≤ l

�
²  X� � �)b ���·�c� � � �Q� �Ù� b«Xb � b«�¹¸��yº�´ � bc�XÂ»¥ � � ��� � � ´��o�¤´ � � � bc�ê�¤ ��µ� �c� ���'�yº\Â����X� ��� D  ����

�× Õ   �y� ¥ � � �E� � � ´X�$�¤´ � � ���y� Â��o�X� � � � �X¥ø���Q� �¤� �¨� �¨� �¤� � �$�����î�¤ X�o© �y� �/� � �rÓ@bc¥���¥��u�¤ ��
�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸ �y� Ây� � b��¤ X© � � � ´ � �¤b«�XÂÜº � ��© b«�âb � Á@���Zí-� �y�Ë¹ JMGKJM]iEn[�) L&m���L"R�jkjkEHG^�Ì7 �r�?9��

mon Æ è@qÍÏ�zSs8nKs_} èIqZ��prs_q ²  �� � �-b � � Xbc� � ��Â�b«� �y�«� ¸Çbc� � �Xb � ��¥Ü©/´�� � �¤b«���/���8� �¨� �¤� � �¤  � �Ôí\��í-b �c�
� �$Ó@bc�oí ��� �-b � � �y�«� ��¥ EHGI¦�JML&NMEnmoG�©/´�� � �¤� � � � �X¥���Â�b«Óy����¤ X� �¨� �X¥X��© �@´�©/Q� �¨�

s ∈ {0, 1} � �y�bc�»�¤ X� � b«©µ� � ��©/´�� � �¤bc�y���
1 ≤ t ≤ l − 1

� � �X¥
t + 1 ≤ u ≤ l

´X��b«ºS� � ©®�I´X©/8� �¨� ���� � bc�X�o¥
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º � �y©
r
�°b«�â� � ��8�%Ó@bc�oí���¥ �y� �¤ ���ºS´��X�o�¨bc���

ψ(p, r) =

{

(p1, p2, . . . , pt−1, pu−1, . . . , pt+1, pt, pu, . . . , pl)
b�º
s = 1

p
b�º
s = 0

� ������´ � ¥ê8�Ü´ � �o¥K�¨�»� � � � � � Ó�� � ��©'�/³I´ �y� b«�¤b«� � �yº!�¤ X�:Â��o�X�y�¹¸@�Q�/�¨  � ���y�¨ X� � ©	´�� � �¨bc���
���8� �¨� �¤� �Ù� í���´ � ¥¥X� � � � �r¸B� �y� �¨ X� � ´�© �yº~�¤ ��

1
ò � bc�E�¤ ��%Â����X�y©µ����� � �¨ X�%Â������ � b«� � � � º:���´��

�¤�:�¡  � �XÂ����¤ X��� � ¥X� � h �
iaÎav�Í�èµs_} èIqZ��prs_q Õ��X�y�¤ �� � ´ � �oºS´ � ©	´�� � �¨bc���	���Q� �¤� �¨� � �¨  � � � � � � � � Óy� � �¤ X�âÂy���X� � bc�/�¤ ��
bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b � �¤ ��¹N\�^�GÎ J-���8� �¤� �¤� �o��� �^����� � b � � � �yº8�¡ X�@� � b«�XÂ � �Q� � ©/´�� � �¤b«���Ü�yº � b«ª��

l
�Ô²  Xb �

���8� �¨� �¤� �À�y�Ù� ´X©'� �Ç� �§´��Xb«ºS� � © �¹¸@�Q���yº Ây���X� � bc�»� � �¡ î�Q� � b«�¨bc���K�Xb � � �
Ω = Al �°í- X� � � A b ��¤ �� � �o�À�yº4�Q� �¨� b« � �%Ây���X� ���^²  Xb � ���8� �¨� �¤� � � � �»Q��© � �¤ ���© � �¤b«� �y�«� ¸:�$ó�� � � �Ù� ��¥§I¸

ψ(p, r) =

{

(pα(1), pα(2), . . . , pα(l))
b�º
s = 1

p
b«º
s = 0

í- X� � �
s ∈ {0, 1} �y� ´ � ´ �y�â� �o� � � � �o�I�¨bc�XÂK�¤ X�©/´�� � �¨bc����� � �� � �b � b��¹¸B� � �X¥��¨ X�»ºS´��X�o�¨bc���

α : {1, 2, . . . , l} → {1, 2, . . . , l} � �8� � ©	´�� � �¨bc��� # b � � � 1 Ï 1 � �X¥»�����¤� % ���� � b«�X��¥Ëº � �y© r
�

ç�ë	sI�¨} s8z�n8p�x�qZs8Ï�Ï�s Æ è@q ²  X� � ��b �Ü� �X�·�¤ X� � í-bc¥X� � ¸ú´ � �o¥ � � � �Ù� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� � ºS� �'× Õ � �
� �X¥�b � ÁI�X�rí-� �·� ]iV�mo²�gImoEHGI]�� � � �¨� �rÓ�� � �\8��� � ´ � �b�� � � � �o©/ � � � �¤ X�Ë�y�X�M�ý�Q��b«���/� � � �¨� �rÓ�� � �
X´��Çí-b«�¤ î�¹í��� � � �¨� �ZÓy� ��� �8�y� ��� 8_� � © �y�c� ¸B�_Â�b«Óy���î�¨ X� �¤� �X¥X��© �@´�©/Q� �¨�

s ∈ {0, 1} �y� bc��¤ ��	���X�@�¹�8��bc���À� � � �¨� �rÓ�� � �
1 ≤ t ≤ l − 1

� � �X¥
t + 1 ≤ u ≤ l

´X��b«ºS� � ©��@´�©/Q� �¨� ���� � bc�X�o¥
º � �y©

r
�°b«�â� � ��8�%Ó@bc�oí���¥ �y�

8+b«Â�´ � � ���£��_Ü²  X� � �¡ X��© � �¤b«�µÓ@bc�$íi�yºâ�¤ ��)�¹í\�o�¹�8��bc����� � � �¨� �rÓy� � ���8� �¨� �¤� �o� ¦2 � � � Óy�E�¤  � �
�¤ ���Ây���X�y�¹¸@�8��b � Ó@bc�oí���¥ �y� b«ºwb��âí\� � � �:� bc�XÂ �

φ(px1
, px2

, r) =

{

(px1,1, . . . , px1,t−1, px2,t, . . . , px2,u−1, px1,u, . . . , px1,l)
b�º
s = 1

px1

b�º
s = 0

�VÐ�Y#>�§ª©?Ie§ªBDA�Y#BDIJS^HKO?¥�@?A�BDC?IJ>�R1Y�EWY(L#=?>1{|q#uX�Xp�wyxÑn`ÒcÓ�uXwKp�ÓsÔPuGn1t_q�}DÕ�wKp�Ô�¯~<�Ö:×¬±sd
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²  Xb � ���Q� �¤� �¨� �   �y�â� º � ©'�Ç�·º~Q�obc�XÂ/8�o�Ù�¤� � �¤  � �)�¤ X�Ç� �ñ�·�¨� b«� �y� ���X�@�¹�8��bc���\� � � �¨� � � � � �X¥
�y�«� ���·b«�Ôb � � �·� ¸	�¨� � �o�â�¤  � �+b«�+Â����X� �¤�y� bcªo� � b�� �4� ´��Ô�¨ X� � �âb �Ô� �Ü�oÓ��o�µ©'� � � � �o�X�rí-�:� � � �¨� �rÓy� �
���8� �¨� �¤� �o�
Øn4zSüýs_qÍ� x�qZsQÏ�Ï�s Æ èIq ²  X����GIE ñOmoL@j � � � �Ù� �rÓ�� � b � �¨ X�E� � � �Ù� �rÓ�� � ���Q� �¤� �¨� � �¨  � �Ü8�o�Ù�¤� �
� � � � � � Óy� � ¥Xb�Ó�� �¨� b��¹¸bc��¤ X���8���X´ �c� �¤b«��� ��� �Àb �À� Ây���X� �¤�y� bcª � �¤bc�y�Ë�yº+�¨ X���y�X� � �X¥��¹í����¹�8��b«�I�
� � � �¨� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� �Ù��� Õ � b�� � � � ��¥X�o��� �¨� � �¨� �\b«� � ��³I´Xb � � �:�ê� �$�:�yº �¤� ��¥X��© �I´X©	Q� �¨� �!�¤ ��
¯ �Ù� ���yº+í- Xb«�¡ �b � �$ó � �o� � ¸Ë�¨ X� �¤� ©'� �y� 8�oºS� � ���

s ∈ {0, 1} ��í- Xb � �2�¤ X���y�¤ �� �¨� Ó �y� ¸ �'� b«�¨� � �F����� � bc�
t1, t2, . . . , tl

�~í- �� � �
ti ∈ {0, 1} ºS� � �oÓy� � ¸ 1 ≤ i ≤ l

�uí-b«�¤ K´X�Xb�ºS� � © � � �y � Xb � b«�¹¸ �
²  X�%ºS´X�X�$�¤b«����yº+�¨ Xb � ���8� �¨� �¤� � � � �Ë�¤ ����»Q�%Ó@bc�$í\�o¥ �y�

8+b«Â�´ � � ���£¢�_)²  X� � �¡ X��© � �¤b«� � �o� � � � ����� � �¤b«��� �yº-�¤ X�Ë´X��b«ºS� � © � � � �Ù� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� ��� ð��y�¨�
�¤  � � � �Ç�oÓy� � ¸�� � � �¨� �rÓ�� ��� �Q�y�}�8�¨ X�/�yÞ � � � bc��Â)  �y� �¤ X��Â����X� � �yº �¨ X� � �����y�X¥ê� �y� �����O�6í- �b � �
b«�-  �y� �¤ X��Â��o�X� � �yºw�¤ X�%¯ �Ù� �À� �«� �$í- X� � � �

φ(px1
, px2

, r) = (q1, q2, . . . , ql)
# �@��¾°%

í- X� � �
qi =

{

px1,i
b«º
ti = 1

px2,i
b«º
ti = 0

²  Xb � ���8� �¨� �¤� � b �â� �¡ ���© � �¤b«� �y�«� ¸µ� � � � �����¨��¥îb«�<8+bcÂ�´ � � ���Ý¢X�
ç\s8v~q·n~�°��è@nQp Õ � bc¥���º � �y©�� � � �¨� �rÓy� ��� �X¥�©/´�� � �¤b«�����y�Q� �¤� �¨� �¨� �8�¨ X� � � �y� ��© � ��¸ � � � ���@�
�¤b«���Ü���8� �¨� �¤� �Ù���ÔØ§� ¸�8���¤ ��À8� � �!ÁI�X�rí-�µb � �¤ X�¹]9mo�^LMGYR�jFJMGI] � � � ���$�¤b«����� � ��¥'b�� � Ó �y� b � �¨bc��� ���
� � � bc©'� � �2í�� � ¥ � �8b«�-� � Áy� ���µ� �o���yºÔb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«�-� � �¤� ��¥X��© # ´ � ´ �y�«� ¸µí-b«�¤ �´X�Xb�ºS� � © � � ��^�
� Xb � b��¹¸ % � � �X¥ � � � ���$� � �¤ X�:¯X�¨�¨� � �	�����µ�yº��¤ X�o©��¤�»Q�:� �y� �	�·º\�¤ ��µ�X�ôó@�	Â��o�X� �¨� �¤b«��� �µ²  X�
©'� � �^´ � ��¥µ�¹¸@�8���·º6�¤�y´ � � � ©µ�o�I�^b � �¨ X���}EHGYR�LM«|]9mo��L@GYR�jFJMGI]d�Ií- �� � �Àí\� �y� �-�¨� � � � ���o� � � � b �
�yºÀbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� bc��� � �¡  � �¤�o��� � �X¥��¤ X�o� � � � ���o�:�¨ X�ËQ� � �:����� � 8°� � © �y�«� ¸��4í��»� � � ¥X�o¯X�X�
�¤ ��

n
� �¤��´ � � � ©'����� �y� �8Â��$�¨�¤b«�XÂ�� �y� ´ � ´ �·� º � �y©®�¤ X� �¤� �X¥���©��I´X©/8� �

r
�8´X�Xb�ºS� � © �¨� �X¥X��©

bc���¨��Â�� �¨�
i1,1, i1,2, . . . , i1,n; i2,1, . . . , i2,n; ik,1, . . . , ik,n

���¨ X� � � � ���$�¤bc�y�»�y�Q� �¤� �¨� � í\�y´ � ¥»Q�
σ(P,Q, FP , FQ, r) = (b1, b2, . . . , bk)� �X¥

ba = arg max
0≤j≤n

{f ◦ τ(qia,j
)}
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¦2 � � � Ó��:�¤  � ���¤ Xb �2� � � ���$�¤b«���ø©µ�o�¡  � �Xb � ©�b«Â��X� � � � �¨ X�:� � �$Ó�b«��´ � Â��o�X� �¨� �¤b«���
P
� �X¥øb �

��� � ¸ö�o���X��� � �X�o¥Ní-b��¤ ��¤ ��¯��¤�X� �¨� �yº-�¤ X��X�$í � ¸�Â��o�X� �¨� �¤�o¥ �8���X´ �ñ� �¨bc���
Q
�ö²  �b � b � �¨ X�

´ � ´ �y� ºS� � © �yº4�¤ X� � � � �o�o�¤b«������8� �¤� �¤� �Ù� bc��X�oí�� � Â��o�X�o�¨bc� �y� Â�� � b��¤ X© ���
¦2�X���·º4�¨ X��© � b«� � ¥�Ó � ��� � Ây� � �yºw�¤ Xb �À� � � ���o�¨bc���©'���¡  � �Xb � ©®b � �¤  � �âí\��¥X���6òÝ�À�X�o��¥��¨�

�oÓ �y� ´ � �¨�Ç�¤ X�%¯X�¨�X� �Ù� �yº4�¨ X�%bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� ¥Xb � ���$� � ¸µb«º~í���  � Ó�� �Ü� � �Ù� �ý�$ó��Q�o� � b�Ó���©µ�o�¡  � �Xb � ©
�¤�:¥X�o��b«¥X�%í- X�o�¨ X� � ���X��bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b � Q�$�¨�¨� � �¤  � ��¨ X���y�¤ �� ���
8°� � �ôó � ©µ� � ���âb�ºÇí��§í � ���E�¤� � � � Ó����¨ X�§� � �� � ��© �yº%�o����� � � �c� bc�XÂ ��� ¸ � �¤�o© í-b��¤ X��´��

© � ÁIbc�XÂ�b«��� �¤�y�  �� � �X¥E�¤ X�Çbc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c�!� �o� � � � �����-�¤ �� � �o�¨bc��� � �¤��� � Á·����í��2��� � ¸ � ��³I´Xb � �Ç�¨�
ÁI�X�rí�b«º6���X�Çb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� b ���  � �â�¨�	© � bc��� � bc�Ü�¤ X� � ¸ � �¤��©�í\� � ÁIbc�XÂ�ºS� � ©µ� � �-�¤bc©'���¤  � �)�¤ ��
�y�¨ X� � �°bc� � �¤� � ¥»�·º+ÁI�X�rí-bc��Âµ�ôó � �o� � ¸Ë X�rí ©	´X�¡ »�¨bc©'�Ç�¤ ��o¸� � ��8�y�¤ Á·������b«��í�� � Á@b«�XÂ �
²  X�À© � b«�Ü¥Xb �¨� ¥�Ó � ��� � Â��â�yº8�¤ X�o© b � �¤  � � �¤ X�-8� � � � � � ´��¤bc�y�/ºS��´X�X¥ � ��º �y� ���y´ � ¥:8� � � � �

# b � � � �X�y� � � � ���$�¤�o¥ %$�h� ��� � ¥X� � �¨� � Óy��bc¥%�¨ X� � � � �~�yº@�¤ X�!8� � �~b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� ¥X´ � bc�XÂ � � � �o�o�¤b«�����r�¤ ��
���8� �¨� �¤� � � � �§8���¡  � �XÂy��¥��¨�µb«�X� � ´X¥X� � �@´�©/Q� � �yº+�¨ X��8� � �Àbc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c� �yº4�¤ X��� � �oÓ@bc��´ �
Â��o�X� �¨� �¤b«��� � ´��¤��© � �¨bc� �·�c� ¸�bc���¨���¤ ��µ�X�ôó@�/���X� �²  Xb � �¹¸@�Q�E�·º � � � �o�o�¤b«����©'���¡  � �Xb � © ���y� �
ÁI�X�rí-� �·� JMT¥EH]dE�NM]�N(JMT�J\[M]iEnmoG ��²  X�:� � b«�¤b � © � � �ø8�Ü�yº����X�Ü� � �¹í���b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� � � �$Ó��o�ú�¤ ��
í- X� � �%�Q�y�X´ �ñ� �¤bc�y� �

ù Îw�XÈ�ÈSè@nwÌ_è7ÀV��qZs&$4��$4z�È�z�ÏopZz�x/ç\s8v~q·n~�°��è@nQp�Á ²  �� � ��b ��� Ó �y� b � �¨bc���:�yºa�¨ X�-�¤��´ � � � ©'�����O�
� � �¨� ´ � ��¥Ëb«�)�¤ �� � b��¤� �¨� �¤´ � ����í- Xb«�¡ Ëbc� � �¤� � ¥E�yº �y� í � ¸ ��� � � �o�o�¨bc�XÂ	�¨ X�28� � �â��´��\�yºu�¤ X� � �$�â�yº
� � � �o�o�¤�o¥Ebc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� � � � � ���$� � �¨ X�Ç8� � ����� � ¸Üí-b«�¨  � ��� � � � b«�)� � �� � �b � b��¹¸ �w²  Xb � ©µ�o�¡  � �Xb � ©
b �â� ��©'�o�¤b«©µ� �â� �$ºS� �¨� ��¥�¤� �y� [\��R�THT�JMG^�^J N(JMT�J\[M]dEnmoGî� � gYL&m��\R°�}EHT¥E�NM]dEn[î]9mo��L@GYR�jFJMGI] �
²  X� � � � ���$�¤bc�y�µ� � � �Ù� ´ � �Çb �^� ©'� �y� ´ � �À�yº6�¨ X�-� � �y � Xb � b«�¹¸��yº � � � ���$�¤bc��Â�b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� í-b«�¨ 

� �rí ¯��¤�X� �¨��� Õ  �bcÂ�  � � � ���$�¤bc�y�§� � � �¨� ´ � �	Â�b«Óy� �Ç� © �·�c� � � ª�� � �)� � �� � Xb � b«�¹¸Ë�yº � � � ���$�¤bc��Âµ�¤ ��
í�� �¨� �Ebc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� �N²  X�»�¤��´ � � � ©'�����'b �µ� Ây���@¥ �ôó � ©µ� � ��yº �  XbcÂ� N� � � �¨� ´ � � � � � ���$�¤b«���
©'���¡  � ��b � ©$�aí- Xb � �	�¨ X� � ��´ � �o�Ù�¤�/í- X�o� � b � �¤ X�:� �c�y�¨� bc�/�ôó � ©µ� � �Ü�yº � ©µb«¥X¥ � �/� � � �¨� ´ � � � �@�
� �o�o�¨bc��� �µ� �ö�¤ ��»�¡  �y�c� ���XÂ��µ�¤ X� � � � �o�o�¨bc����� � � �Ù� ´ � �»b �/� � �ñ� ó��o¥N�o��©'� �y� �o¥��¤�î�¤ ��Ë�X� � © �y�
�¤�y´ � � � ©µ�o�I�}�âX´��)� � � � � � Ó�� � �¨ X�§Ây���@¥C³I´ �y� b«�¨bc� � �yºÇ�¤ X�§�¨��´ � � � ©'�����)�rÓy� � �¨ X� � ��´ � �$�¨�¨�
í- X�o� � �

³±{"é �Ù�Q�|·W� �Î�M�b�$�¹¸�� Ú±��¸��î�Î�1�|�M�ª�
²  X��JM¦�moT¥�^]iEnmoGYR�L@«QNM]iL"R�]9Jn��EnJ\N # Ò ¿�% í�� � ��¥X�$Ó�� � ���8��¥»bc� × � � © � ��¸)bc�E�¤ �� �rÛ�¬�Ãy� 7 �r¬ � �r¾N9 �¨�
� � � Ó���¥Xbqp'�o´ � �Ç I¸@¥ � ��¥�¸�� � ©µb«� �y� � � �� � ��© ����� � � b«©/´ �ñ� �¤� � �¨ X�/�oÓy� � ´��¤bc�y� � � � �îbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�
� �$Ó�� � � � ��¥ �y�À�Ü� � � ´ � �O���¨ X��� � � �¨� �ZÓy� � ���Q� �¤� �¨� � b � �o��� � bc¥X� � ��¥ � �o������¥ �y� ¸ �
²  X�»© � b«��bc¥X� �y� Q�o Xbc��¥ �$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ � � �¤� �¨��Â�b«� �'�y� � �K� � � º¯� � ¥ � ���¤bc��Âê©/´�� � �¤bc�y�����

�¤ ��»b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� � �y� ���XÂîí-b��¤  � ¥X�o�¨� � ©'bc��b � �¨bc� � �X¥ �ôó@�¤bc���o�¤b�Ó�� � � � �o�o�¤b«���!Û � Ò ¿��'�y� � �y�c� �
´X�X¥�� � �¨ X�Çb«��a°´X�o�X�����yºa�¤ ��2�X���o� Ñ2�y� í-bc�Xb � © ´ � ��¥Ëb«�)© � ��¸:�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ �y� Â�� � b��¤ X© � � � �X¥
bc�ê� �y� �¨bc��´ �ñ�y� bc� × Õ �o��²  X�Ü´ � � ��� ��¥ � � � � �%�y� ���6�¨ X��´XÂy �� � ´X � � � �I�¨b �y�«� ¸»¥Xb�Þ6� � �����%b«�øÒ ¿��
�¤  � ��b«� × Õ � 7 ¢_9 � � �X¥Ëí���í-b �c� ¥Xb � ��´ �Ù�Ç�Ü� b��¨� � � � Q��´��â�¤ Xb � ¥Xb«ÞQ� � ���X�o� ���
Ü <=?>·CF>\Y%L�HJONQ:HJS`H�Q:©NEDIJY(EGA�>�L�B §ªBWA#RÝL�=?>·O?>�]^L¥D>�ON>�AZEXL#HJBDO�¦WHJO5U�BDONY#>VÞ`©?>VONU�>W¦DL�=?> b BDAZY.L¬HJONQ:HJS`H�Q:©NEDIJY b HJIKIO?>VSD>�A�C_>�Y#>�IJ>VUsL�>VQ�d
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² �N8��Â�b«��í-b��¤ ��Ç�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ � � �¨� �¤�oÂ�bc� ���·� �ø©µ� � �ê���y�X��� � �X�o¥ í-b«�¨  �� X���X�·�¹¸��8� �·�
�¤ �� � �Üb � �X�Ë�o��¥�bc�XÂ)º � ��© Â����X�·�¹¸��8�/�¤�Ë�� X���X�·�¹¸��8� � Õ �«� ���Q�¤ X�/� � � �Ù� �rÓ�� � b �%�y� bc©'�Q� � � � ���
�¤� × Õ �/�y� �¤ ��)©/´�� � �¤b«���Kb � bc©'�Q� � � � ���%�¨�îÒ ¿����»²  X� × Õ	ò ��� � �·� �¡ �� � ��Â � � �¨� � � �¨  � ��´�Â� 
� �o����©	Xbc� � �¤bc�y�K�·º�Â��o�X� � bc�KÂ����@¥øbc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c� �~í- �b � �/�¨ X� � � �y� �¡ ö� � ��Â � � �¨� � � b«��Ò ¿ ò � Ó@b �
�¤ ���©	´�� � �¨bc���Ë�·º+� � ��©'b � b«�XÂ/b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«���
²  X�	� � ¥X� � �yº4�¤ X�����8� �¨� �¤� �Ù� b ���y�c� �'�¡  � �XÂ��o¥�� � �X¥��¨ X�����$ó@�2Â��o�X� �¨� �¤b«���aò � �Q����´ �ñ� �¨bc���

b �	� � � ���$�¤��¥ � º=�¨� � �$Ó �·� ´ � �¨bc�XÂ��¤ X�Ë�yÞ � � � bc��Â � �yº-�¤ X� �c�y� �/Â����X� �¤� �¨bc���K� bc�����y�I� �¤�y� �Ü�¤�ê�¤ ��
× Õ	ò � í � ¸���b«� í- Xb«�¡ C�¤ �� � � � ���$�¤b«���k� � ���o� �¨� b � � �y�Ù� bc�o¥ � í � ¸N�¤�ö� � � � �¤�§�¨ X�§�·Þ � � � b«�XÂ ���
²  Xb � ��8�o¸ � �¤� � �X Xb � � � �y�X Xbc� �y�~� �o© �y� Á � Õ � ©/´�� � �¨bc����b � Ó@bc�$í\�o¥ �y� �¨ X�Ü© � bc�§�y�Q� �¤� �¨� � �
©/´�� � �¤b«���»b � �o��� � � � ´��o�¤b«�XÂ)�¨ X� � �$�¤´ �·�4� � � ´��¨bc��� � � � �X¥îb�� � �oÞQ���$� �  X�y´ � ¥î���y�Ç8�/¥Xb �¨� ´X���¤�o¥
� � � �¨� bc�XÂ:�rÓ�� ���^²  X��Â��@��¥ � � � ´��¨bc��� ���y� �%�¤ ���´XÂ� ��â�¤�:�o��©µ�2º � ��©®� � bc� � Â����@¥ � � � ´��¨bc��� � Ó@b �
©/´�� � �¤b«��� � Õ�º=�¨� � �¨ Xb � �Q�¤ ��/� � � �¨� �ZÓy� � � � �î� � ¸»�¨�Ebc©'� � �ZÓy���¨ X�/�$ó�� � � �¤� �¤bc�y���Q�´��Çí-b��¤ X��´��
� �@� � bc�XÂ � �I¸©	´�� � �¨��¥bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� �

��óiôªó£ò �[�Sý
ES(1 + 1)

²  X�î¯ �Ù� ��$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ � � �¤� �¤��Â·¸k�oÓy� � © � ¥X�§í �y� �¤ ��
ES(1 + 1)

�-bc�kí- Xb«�¡  �y� � ¸ ���X�
�yÞ � � � bc�XÂÀí �·� Â������ �¤� �¤��¥/º � ��© ���X� � bc��Â � �^� �y� ����� � ðÀ���o¥ � � �¨� �¨� �¤� ¸��¤ X� � �\í �y� �X�Ç� � � �¨� �rÓy� �
���8� �¨� �¤� � bc�'�¤ Xb � � �·�¨� ¸:Óy� �¨� bc���Ë�·ºu�¤ X�ÇÒ ¿@���!²4�¨� ¥Xb��¤bc�y� �y�c� ¸B�

Ω = Rl � � �X¥ �·� �¤ ���´XÂ� 'í\�%� � ��¤ �bc�XÁ��yº6�·�¤ X� � �¹¸@�8�-�yº6�o��¥�bc�XÂ � � � �X� �·� ����� � ¸/b�� b � � �y� �!�yº8�¤ ��À¥��o¯°�Xb��¤b«���Ü�yº � Ò ¿ �¤��8� � � �y�
���@¥X�o¥ ��²  Xb �%� bc©'� � b�¯°� � �¤ X��ºS´X�X�o�¨bc���

τ
bc�î�¤ �� � �o� � �:b«�Çb �2� bc©'� � ¸Ë�¨ X�Übc¥������¤b��¹¸»ºS´��X�o�¨bc��� �

D ��í-b �c� ´ � ���¤ X���X�·� � �¨bc���
p = (x1, x2, . . . , xl)

ºS� � �¤ ���b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y���
²  X�Ü¯ �¨� ��©/´�� � �¤b«���î���8� �¨� �¤� � ´ � �o¥Kí �y�%� b«©µ� � ¸�¤� � ¥X¥ � �X� � © �y� Ó �y� ´X�/�¤�Ë�$Ó�� � ¸

xi
�

8°� � © �y�«� ¸B�·�¤ Xb � ���8� �¨� �¤� � � � �)8���¨ X��´XÂ� ��\�yº �y� ���� � bc�Xb«�XÂ��X� � © �y� Ó �y� ´X� �
si ∼ N(0, 1)

ºS� �
1 ≤ i ≤ l

� � �X¥Ë�¤ X�o�»�¨ X��©/´�� � �¤b«���EºS´X�X�$�¤bc�y�»b �

ψ(p, r) = p+ (s1, s2, . . . , sl)
# �@��Û°%

²  Xb � ���8� �¤� �¤� � �yÞ6� �¨� �¤ X� � ¥�Ó � ��� � Ây�)�yºâ���î�$ó@� �¨� � �y�¨� ©µ�$�¤� �¨� �¤� � ¥ � ���O�4X´��Ü´���ºS� � �
�¤´�� � �¤� � ¸§  �y� � � �rÓy���Kbc� � ´�p'��bc�o�����¨� � � � Ó��Ü© � ��¸î� � �� � �o© �o�/²  Xb �%� b © � bc� � ¸»¥X´X�Ü�¤�Ë�¤ ��
bc� � Xb � b«�¹¸'�yº4�¤ X��©/´�� � �¤b«���Ë���8� �¤� �¤� � �¤� � ¥ � ���-�¤� �'� � � � �y� b«�XÂ:�yº+�¨ X��ºS´X�X�o�¨bc��� � � �Àb � ���Ó@b��
��´ �Ù� ¸�X�·���¨ X� �¨� ©'��� �y� ÁE�¨�)�����¨bc©'bcªo�2�¤ X��ºS´X�X�$�¤bc�y�

f(~x) =
∏k

i=1 xi
�y� b��Àb � �¤�µ�����¤b«©µb«ª��

f(~x) =
∏k

i=1 109xi
� �y� �¤ X��´�Â� �����X�o�����¨´ �y�«� ¸)�¨ X��� � �y � �o© �-�y� �%�yºw�¤ X� �¤� ©µ��¥Xb�pµ�o´ � �¹¸ �

8°� � �¤ Xb �â� � �y� ���K� � ©'� � �Ç����©'� � �ôóË���8� �¨� �¤� � í �y� ¥X�$Ó�� � ���8��¥ �
ç	Î~è
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1/5
� � ´ � � �+²  X�Çbc¥X� � Q�o Xbc��¥)�¤ Xb � b � �¤�	  � Ó�� � �o����� � � � Ó �y� ´X� � ��� � � � �o���¤bc��Â/�¤ X�2b«���¤��� � b«�¹¸'�yº

©/´�� � �¤b«���µ�¨� � �X� � ¸ � ²  ��ÇÓ �y� ´X���yº
l2 = 1

� � �X¥E�¸ � bc©'� � bc��b��¹¸B��í��%´ � �
l
b«� � �¨� � ¥Ë�yº

l2
� ²  X�

bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b � �¤ X�o��¥��o¯°�X�o¥ �y�

p = (x1, x2, . . . , xl; σ)

í- X� � �
σ
b � �¨ X�âbc���¤�o� � b��¹¸/�yºQ©/´�� � �¤b«��� �w²  X���K� � ���oíkb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� b � �o��� � � � ´��o�¤�o¥µ�¸ � ¥X¥Xbc��Â

� �X� � © �·� Ó �y� ´X�µí-b��¤ ö�¤ ��E� �y�¨� ©µ�$�¤� �
σ
�y�Ü� � � �X¥ �y� ¥�¥X�$Ó@b � �¨bc��� �§²  X�Ë���8� �¤� �¤� � � � ��8�



�·¢ à)�S� �Çä4å¨��¼�  å��^áª¾���ä�¡$á-ã��Z�5�f�Z¾ ��á���¡�äh� ¢îæ

Ó@bc�$í\�o¥ �y� �°���� � bc�Xb«�XÂ/�X� � © �·� Ó �y� ´�� �
si ∼ N(0, σ)

í-b��¤ 
1 ≤ i ≤ l

� � �X¥»�¨ X�%ºS´X�X�$�¤bc�y�»b �
ψ(p, r) = p+ (s1, s2, . . . , sl)

²  Xb � ���Q� �¤� �¨� � í���´ � ¥î�X�y�ÇQ��Ó�� � ¸î¥Xb�Þ6� � �o�I��º � ��©��¨ X�/���X�	bc� #����£Û°% b�ºÔ�¤ X��Ó �·� ´X���yº
σí�� � ��¯�ó���¥ ��²  Xb � Ó �·� ´X���X X�rí\�$Ó�� � �6b � �X�y�-¯�ó���¥K�8�´��Àb«�âb � ´��Q¥ � �¤��¥»�oÓy� � ¸��� � � � b«���I´X©	Q� �

�yº4Â������ �¤� �¤bc�y� # ´ � ´ �y�c� ¸
20
%��y� ºS� �c� �rí �

σ =







0.82σ
b�º
e < 1/5

1.22σ
b�º
e > 1/5

σ
�y�¤ �� � í-b � �

í- X� � �
e
b � �¨ X�)�I´X©/8� � �yº � ´X���o� �¨� ºS´ � �yÞ � � � bc�XÂ � b«�ú�¤ �� �ñ�·� � #

20
% Â��o�X� �¨� �¤b«��� �o��� ¸ú�¨ X�

�I´X©/8� � �yº � ´X�o��� �¨� ºS´ � �yÞ � � � b«�XÂ§b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� í\�E©'� � ���¤ X�µ�I´X©/8� � �yº�bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c� �¤  � �
bc©'� � �ZÓy��¥Ë�¤ ���b � � �y� �o�I� �
Õ � í��â� � � � ������b«ºX�¨ X��b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y� b � � �¨� �X�8��¥Übc� � � �y� �¤bc�o´ �ñ�·�¨� ¸2¥Xbqp'��´ � � � ��� �y� �����¨bc©/´X©$�

�¤ ��Ü�@´�©/Q� � �yº � ´X�o��� �Ù� ºS´ � �yÞ � � � bc�XÂ � í-b �«� Ó�� � ¸ � bcÁ·� � ¸�8� � � �Ù� �¤  � �
1/5
�¤ I´ � ¥X�o� � � �y� bc�XÂ

�oÓy���©'� � �À�¤ X�ÇÓ �y� ´X�Ç�·º
σ
� �X¥Ë�o��� � �o³I´X����� � ¸Ë© � ÁIbc�XÂ�©µ� � � � ��¥E©µ� � �Ç¥�bqp'��´ � �\�¨�/� � � � �8�

�¤ �b �â� �@� �·� �����¨bc©/´�© �
²  Xb � b � �¤ X��© � bc� � � �y� ���»í- �¸Ë�¨ X��Â����X� �¤�y� bcª � �¤b«���E�yºw�¤ X�

ES(1 + 1)
í �·� ¥��oÓ�� � ���8��¥ �

��óiôªó��
ES(µ, λ)

û¨÷Sþ
ES(µ+ λ)

²  X�ø �y� bc� � �¡ X��©'�ø�yº��¤ X�øÂ��o�X� � bc�êÒ ¿ b � �-ºS� �c� �rí-b«�XÂú�¨ X�êºS� � © �y� �X�y� � �¤bc�y���-¥X�o¯°����¥ I¸
ES(µ + λ) = EA(Ω, k,Πk, τ ; Ψ,Φ, σ;O)

� �
ES(µ, λ) = EA(Ω, k,Πk, τ ; Ψ,Φ, σ;O)

�
²  X�Ë¥Xb�Þ6� � �o�X���E8�o�¹í����o�N�¨ X��© b � bc���¨ X� � � � �o�o�¤b«���ö���8� �¨� �¤� � �

µ
� ��� � � � �o��� � �¤ X�Ë�I´X©	Q� �

�yº�� �y� ����� � bc���¨ X��Q����´ �ñ� �¨bc���K�Ôí- Xb � �
λ
b � �¨ X��I´X©/8� � �yº��yÞ � � � b«�XÂ � �¨  � �Ü�¤ ��»� �y� �o�I� �

í-b �«�   � Ó�� ��� �
ES(µ+ λ)

�°�¨ X��� �y� �o��� �2�·� �%�¤�'Q�����y©µ� �·� ��¥í-b«�¨ »�¨ X��b � �yÞ � � � b«�XÂ'¥X´ � b«�XÂ
� � � �o�o�¤b«���ú�¨�§¥X�o��b«¥X�µí-  � �	b � Â��ybc�XÂ�¤��Q�'�¤ X�µ�X�$ó@�/Ây���X� �¤� �¨bc�����~í- Xb � �'bc�

ES(µ, λ)
�4�¨ X�

8� � �
µ
�yÞ � � � bc�XÂ2í-b �c� �o��©µ� � �o�¨� � ¸ � ��� �c� ���â�¤ ��À� �y� �o�I� � �8���X´ �ñ� �¨bc��� �·� �¨ X�-�X�$ó@��Â������ �¤� �¤bc�y�

#
µ ≤ λ

%$�
ES(µ, λ)

� � ��Q� � ����� �y� �¤ ��^�������¹� � b��¤b � �6Óy� �¨� bc�����yº
ES(µ+λ)

��í- Xbc�¡ �  �y� ñ@�^THT�JMT¥EH]iE�NMjàß �
²  X�Ç©'� � �\b«©µ�8� � � � ���!bc¥X� � 8�� �bc�X¥'�¤ X�À�X�oí��y�Q� �¤� �¨� �¨� �yºa�¨ X��©'� � � � ���X Xb � �¨bc� � �¤��¥)Ò ¿��

b � �¨� � ¥X¥ � �@´�©/Q� � �yºQ�X�oí Ó �·� ´X� � �¤�%�¤ X�âb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� � � �X¥:´ � �â�¤ �� � �âÓ �y� ´�� � �¤��¥Xb � �o�o� �¤ ��
©/´�� � �¤b«��� � �X¥î�¤ X� � � �·� �¡ øb«� � � � º �Z� �î�¤ �b �2� ��� � ���a�¤ ��/bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c� ����� � b � �%�yº � �ê�y ' ���$�¤b«Óy�
�8� � �¨bc��� # � � ©'� � ¸����¤ ���Ó �y� ´X� � �·º

xi
%�� �X¥ � �o����� � � � �Q� � �¤b«��� �Ô²  Xb � b � �oÞQ���$�¤b�Ó�� � ¸E�¤ �� �¨� ©'�

�y� �¡  � ��Â�bc�XÂ
Ω = Rl1 × Rl2

b«� � �¨� � ¥»�yºw�¤ X��´ � ´ �y�
Ω = Rl � D �%í-b �c� ´ � ���¤ ������y� � �¨bc���

p = (x1, x2, . . . , xl1 ; c1, c2, . . . , cl2)
# �����rÃ°%

� �X¥%í�� í-b �c� ´ � �
~x = (x1, x2, . . . , xl1)

�¨� � �oºS� � �¤�â�¤ �� �� ' ���$�¤b�Ó��!� �y� �O� � �X¥
~c = (c1c2, . . . , cl2)�¤� � �$ºS� � �¨���¨ X���o����� � � � �8� � �¤bc�y�µ�yº6�¤ X�Àbc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� � 8°� � � �ñ�·� b«�¹¸���í\�Çí-b �c�°� �¤b �«� ´ � �À�¤ X���I´X©±�

8� �
l
�°X´��âí���í-b �c�6� �o�Àb«�â�¨�

l = l1 + l2
�
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¦2 � � � Ó��'�¤  � �%í\�:� � �ú¥X�$¯°�X�Ü�¤ ��:ºS´��X�o�¨bc���
τ(p) = ~x

� �y� �¨ X�:������� � � � Ó �y� ´�� ���y� �Ü�X�y�
� �y� �-�yºw�¤ X�������¨bc©'bcª � �¤b«���)� � ���o� �Ù���
� �K�¨ X� � �:©µ�$�¤ X�@¥ ��� ¥X�o�¨� � ©µb«�Xb � �¤bc� � ´ � � ¡ �·� �¤ X� 1/5

� � ´ � � ¡ �Qb � �X� � ���XÂ�� � ´ � �o¥ �±� ���� �¨� � ¥K��í�� � �$���¨ X�Ç�o����� � � � � �·�¤� ©'�o�¨� �¨� �¤� � � � º¯� � ¥ � ���O� � ��¥ � ¥X¥)�¨ X� � �Ç� �y�¨� ©'�o�¤� �¨� ºS� � � � �¡ 
�� ' �o�o�¨b«Ó��%Ó �y� ´X� �
²  X�\�o����� � � � � �y�¨� ©µ�$�¤� �¨�w�y� � �y�«� � � ´X ' ���o�4�¤�À©/´�� � �¤b«��� � �X¥ � ���o��©/Xb«� � �¨bc������í- �bc�¡ �í-b �c�

�y�«� �ríö�$Ó�� � ´��¤b«�����¨� � � � ���$�+�¨ X��8� � �4Ó �y� ´X� � �yº��¤ X��� �y�¤� ©'�o�¨� �Ù� �¸�b«� � � � º �h� �+b � �$ó��Q�o�o�¨��¥Ü�¤  � �
�¤ �� � �'bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c� í-b��¤ KÂ����@¥K������� � � � Ó �y� ´X� � í-b �c� �o�X¥�´��ö  � Ó@bc�XÂ � Â��@�@¥ø¯��¤�X� �¨� Ó �y� ´X���
� �X¥»bc�E�¨ X� � ����Â � ´X���Xí-b �c� Âyb«Ó��%�b � �¨ Ë�¤�:Q�$�¨�¨� � bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c�o�

��óiôªódô Ê�ö�ú�ýçö��bý�ú�û)ù�ö�ú�ø
²  X�����Ó@bc��´ � b«��� � �@¥X´X�$�¤b«���E�yº4� � � �¨� �ZÓy� � ���8� �¤� �¤� �Ù�â� ´ � Â�� � º � ��©��¤ X� � Ó � b �ñ� Xb � b��¹¸Ü�yº4© � ��¸
bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� b«�K�¨ X�)�8���X´ �ñ� �¨bc��� �§� �öÒ ¿�� �¤ X� � � �·� �:�¹í\�§�¹¸@�8� � �·º�� � � �¨� �rÓ�� �`_ N(J"®B��R�T � �X¥
g�R�GIjkEH]dEn[ ��� ���¤ X� � �$ó�´ �·� � � � �¨� �rÓ�� � �a�¤ X���yÞ � � � bc�XÂµb � Â����X� �¤� �¨��¥ê�¸»�$ó � �$� � ¸�¹í��Ë� �y� ����� � �
� �X¥)bc�:�¤ X��� � �X©'b«�¨bc�â� � � �¨� �rÓ�� � �Xí\� � � � ���$�������Çbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� �¤��� �ñ� ¸Ü�¨ X� � � � �À�yºu������� �·� �����}�
� �X¥øºS� � �$Ó�� � ¸ø�� ' �o�o�¤b�Ó�� � �X¥K������� � � � Ó �y� ´X�/í\�:�¡ X�@� � � � ���y�¤ X� ���¤� �X¥���© # í-b«�¤  � ��� �c� ���@�
©'����� % � �y� �o��� �C� �)�¨ X��ºS� � © �·� �X�y� � �¤bc�y�����¤ X� � �$ó�´ �y� � � � �¨� �ZÓy� �   �·� Ó �y� ´�� �

ri = 2
�Ií- Xb � ��b«�

�¤ ���� � �X©'b«�¤b«��Óy� �¨� bc���K�
ri = l + 1

�
²  X��� � �X©'b«�¤b«�§Ó�� �¨� bc��� �yº	�¨ X�ú� � � �Ù� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� �¨� � � � � �¤� � ©'� � �K¥�b«Ó�� �¨� b«�¹¸�bc���¤ ��

�8���X´ �c� �¤b«������X´�� �¨� �rí � ¥X�rí-��������Ó�� � Â��o�X��� �)� �~b � ��� � © �y�c� ¸À´ � �o¥�b«�2Ó�� � ¸�¥Xbqp'�o´ � �u� � �� � ��© ���

æz�Ï�x�qÍè�prèix�qZs8Ï�Ï�s Æ è@q ²  X��¯ �¨� �K� � � �¨� �rÓy� � �y�Q� �¤� �¨� � ´ � ��¥ b«� Ò ¿�� í �y� �¤ ��çU�E�N([ML&JM]9J
� � � �¨� �rÓ�� �o��� �����y� � b � � � �yºab«���¤� � �¡  � �XÂybc�XÂ�Ó �·� ´X� � º � ��©g�¤ X��� �y� ����� � �¤�	� � � � �¤�À�¤ X���yÞ � � � b«�XÂ �
²  Xb � b � Óy� � ¸ � b«©µb �ñ�y� �¤�E�¨ X�Ü´X�Xb�ºS� � © � � � �¨� �rÓ�� � �yº!�¨ X� × Õ ����²  X�/ºS� � © �y� ºS´X�X�$�¤b«���êb �%�·�
ºS� �«� �rí �

φ(p, p′, r) = (q1, q2, . . . , ql)
# �������»%

í- X� � �
qi =

{

pi
b«º
si = 1

p′i
b«º
si = 0

í- X� � �
si ∈ {0, 1} b �À� �§´��Xb«ºS� � © �¤� �X¥X��©��I´X©/8� � ºS� � 1 ≤ i ≤ l

�â²  ��	� � ��©µb��¤bc��Ó�� �Ù� b«���
�yºw�¤ Xb � ���8� �¤� �¤� � � � ��8��¥X�o¯X�X��¥ �y�

φ(p′, p1, p2, . . . pl, r) = (q1, q2, . . . , ql)í- X� � �
qi =

{

p′i
b�º
si = 1

pi,i
b�º
si = 0

# �����Z�B%

²  Xb � � � � �Ù� �rÓ�� � b � �¤ X�ø� �·� bc� � �Ë�¨�N�o��©'�X´��¤�êº � ��© �y�«� �-X´��b��b ��y�«� �ö�¨ X�ø���X�îí-b«�¨ 
�¤ ��µí�� �¨� �/¥Xb�Ó�� �Ù� b��¹¸ � ¦% � � � Ó��)�¨  � ���X�î�X�$í Ó �y� ´X�'b � Â��o�X� �¨� �¤�o¥ �y� í��)�y� � ¸øÂ��o�X� �¨� �¤� �
�X�$í�bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� í-b��¤ �Ó �y� ´X� �'�y�c� � � ¥�¸�bc���¤ ��»�8���X´ �ñ� �¨bc��� � 8_� � �¤ Xb �Ü� � �·� �������oÓy���k©'� � �
� �y�X Xb � �¤b«� � �¨��¥���8� �¤� �¤� �Ù� í�� � ��� � � � �¤�o¥ �



�y¬ à)�S� �Çä4å¨��¼�  å��^áª¾���ä�¡$á-ã��Z�5�f�Z¾ ��á���¡�äh� ¢îæ

monQprèIqÍ��è@t4zS��prèúx�qZsQÏ�Ï�s Æ èIq ²  X�:�X�ôó@��´ � ��¥K� � � �¨� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� � b � � �·�c� �o¥ïEHGI]:JML@jFJ�U�EdR�]9J
� � � �¨� �rÓ�� � � � �X¥'í �·� � � ���Q� � ��¥K� �y� b«� � � � ©µ�-b«©µ� � bc� � �y�¨�	© � Áy� � �)�·Þ � � � b«�XÂ � ���¨ X� � Óy� �¤� Â��
�yº-�¹í��ê� �y� �o��� ���K²  X�EºS� � © �·� ºS´X���o�¤b«�����yºâ�¨ Xb � �y�Q� �¤� �¨� �	� ��³I´Xb � � � �X� �¨� �X¥X�y© �I´X©/8� �Ù�
# �ôó���������ºS� � �¨ X� � � � ���$�¤�o¥§� �y� ����� �&% � � ��¥�b �

φ(p, p′, r) = (
p1 + p′1

2
,
p2 + p′2

2
, . . . ,

pl + p′l
2

)
# �����r�°%

� �X¥»b«� � � � �X©'b«�¨bc�ÀÓ�� �Ù� b«����b �

φ(p′, p1, p2, . . . pl, r) = (
p′1 + p1,1

2
,
p′2 + p2,2

2
, . . . ,

p′l + pl,l

2
)

# ������¢x%
¦2 � � � Ó����¤  � �À�¤ �b � � � � �¨� �ZÓy� � ¥���� � � � � � �¤�	���oí Ó �y� ´�� � ºS� � �¤ X��bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� ��� ¸ �y� í � ¸ �

� Ó�� �¤� Â�b«�XÂÜ�¹í\�'� �y� ����� ��# b«�b«� �â� �$ó�´ �y� ºS� � © % ��b����¤�o�X¥ � �¤�:© � Áy�%�¤ X���8���X´ �c� �¤b«���E�o����Ó�� � Â��
� �·� b � ¸ �!� ¸EÂ����X� �¤�y� bcªobc�XÂ	�¨ Xb � b«¥X� � �yºw�¤ �� � Óy� �¤� Â����_�X�$í ���8� �¨� �¤� �Ù� í\� � ��� � �y�Q� � ��¥ �
ç è@n~èIqÍ�XÈ�zS��è@t z�nQp�è@qÍ��è@twz���prè�x�qZs8Ï�Ï�s Æ è@q ²  X� � � �y�«� �Ë�ôó�b � � �	� Â������ �¤�·� bcªo��¥êÓ�� �¨� bc���K�yº
�¤ ��îbc���¤� � ©'��¥Xb � �¤�� � � �Ù� �rÓ�� � ���¨� �y�«� �rí � í���b«Â� ��¤�o¥ � Óy� �¨� Â��î�yºÇ�¤ X�§�¹í���� �y� ����� �o� ²  Xb �
b � ÁI�X�rí-� �y� �¤ X�F�^JMGKJML"R�T¥E�loJ�U?EHGI]9JMLMjFJ�U�EdR�]9J'� � � �¨� �rÓ�� �o��²  ��µºS� � © �y� Ó�� �Ù� b«��� � ��³I´Xb � � �	� �
´X�Xb�ºS� � © �¤� ��¥X��© �I´X©	Q� �

η ∈ [0, 1]
� � �X¥Ë�¨ X�%ºS´X�X�o�¨bc���b �

φ(p, p′, r) = (ηp1 + (1 − η)p′1, ηp2 + (1 − η)p′2, . . . , ηpl + (1 − η)p′l)
# �����ZÖB%

� �X¥�¤ ���� � �X©'b«�¤b«��Óy� �¨� bc���»b �
φ(p′, p1, p2, . . . , pl, r) = (ηp′1 +(1−η)p1,1, ηp

′
2 +(1−η)p2,2, . . . , ηp

′
l +(1−η)pl,l)

# �����r¬°%
¦2 � � � Ó��À�¤  � � �¤ Xb � � � � �¨� �rÓy� �   �y� �¤ X�-�8� �¨� bcXb � b��¹¸��·º6Â��o�X� �¨� �¤b«�XÂ��X�oíCbc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c�+�y� ����Â

�¤ �� � bc�X� � �oÂ�©'����� ' ��b«�Xbc��Â:�¨ X���¹í\�E� �y� �o�I� �k# bc��¤ X� � �$ó�´ �·� Óy� �¨� bc��� %$�â²  Xb � �X�y�¨bc���� � �î8�
�oÓy����©'� � �:Â��o�X� �¨�y� � �y� í\� �y� � � �¨b �c� �o����¯°��bc�XÂ»�¤ X� � � �y� �¡ öºS� � �yÞ � � � bc�XÂ � �¨� �»� � �c� �¤b�Ó�� � ¸
� © �y�«�6� � � ��� �
ç è@n~èIqÍ�XÈ�zS��è@t x�qZs8Ï�Ï�s Æ èIq ²  �� �c�y� ��� � � �¨� �ZÓy� � �¤�C¥�b � �o´ �¨�  X� � ��b � � �y�c� ��¥ç�^JMGKJML"R�T¥E�loJ�U
� � � �¨� �rÓ�� � � � �X¥ � � � � �¤� � �yÞ � � � bc�XÂ � �����¤ X�Ë �¸@�Q� � �ý��´X8��bc¥ í-b«�¨  ��� � �X� �Ù� �y� �¨ X�� �y� ����� �o�
²   � �/b � �+bc� � �¤� � ¥ö�yº-´ � bc�XÂ§�¨ X� �¨� ©'�)Ó �y� ´X� �y� �¨ X�)í���b«Â� ��¤��¥ � Óy� �¤� Â��E�yºâ�¨ X�E� �y� ����� � � �
�¤� �X¥X��©gÓ �y� ´X�

ηi ∈ [0, 1]
b � � � � � �¨��¥)ºS� � � � �¡ )Ó �y� ´��

1 ≤ i ≤ k
� � �X¥'�¤ X�Àí\�obcÂ� ��¨��¥ � Ó�� �¤� Ây�

b � � � � � �¤�o¥»ºS� � � � �¡ �Ó �y� ´X� � ²  ���ºS� � © �y� ºS´X���o�¤b«���b �
φ(p, p′, r) = (η1p1 + (1 − η1)p

′
1, η2p2 + (1 − η2)p

′
2, . . . , ηlpl + (1 − ηl)p

′
l)

# �����Z¼B%
� �X¥»b«� � � � �X©'b«�¨bc�ÀÓ�� �Ù� b«����b �
φ(p′, p1, p2, . . . , pl, r) = (η1p

′
1 + (1 − η1)p1,1, η2p

′
2 + (1 − η2)p2,2, . . . , ηlp

′
l + (1 − ηl)pl,l)# �����r¾°%

ÕÇ�:bc©'�8� � � � ��� � �o© �·� Á�b � �¤  � �O��´�� � b«Áy���¤ �� × Õ�ò � � � � �Ù� �rÓ�� � ���8� �¨� �¤� �¨� �·�¤ X� � �-���8� �¤� �¤� �Ù�
� � �µ8� � �X� � bc�o¥/�¤����b��¤ X� � ��� � ¸��¤ X�-�� ' ���o�¨b«Óy�-Ó �y� ´X� ��#

~x
% � � �¨���¨ X�-������� � � � Ó �y� ´X� ��#

~c
% ���¤ I´ �

bc��� � � �y� b«�XÂÜ�¤ X��© � �¤�¡ �bc�XÂÜ�8� �¨� bcXb � b��¤bc� � �¨�µ� � � � �¤� � ����©'� � �o�¤�%� � � �Ù� �rÓ�� � �y�Q� �¤� �¨� ���
� �ËÂ������ �¤�·� �@b«��b � ´ � ��¥E�¨ X�2Â��o�X� �¨�y� b«ª���¥)bc���¤� � ©'��¥Xb � �¤����� � �¤ X�ÇÂ����X� �¤�y� bcªo��¥E� � � �Ù� �rÓ�� � ���

�¤ ��Ü�� ' ���$�¤b�Ó��/Ó �y� ´�� � � � �X¥ê¥Xb � � � �o�¨�Ü���î�¤ X�Ü�o����� � � � Ó �y� ´X� � �uX´��%�y�¨ X� � ����©/�bc� � �¨bc��� �2�y� �
��³I´ �·�c� ¸)�Q� �¨� b« � � �



¼� ��^ Cå��^á�¾��âä�¡$áâãS� �5�Cæ~äh�ª�Çä4å5��¡ å^æ ��¼

ù s8nQprqZs8Èâ�Kvupr��prz�s8n ²  ��/� � �¨´ �¤�y� í � ¸��¨�E�$ó@�¤�o�X¥î�¤ ��	bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� b � �¨� � ¥X¥ � ���y�I� � � �
� �y�¨� ©'�o�¤� � ºS� � � � �¡ §�� ' �o�o�¨b«Ó���� �y�¨� ©'�o�¤� � �¤�'�����¨bc©'bcª�� �)� ��¤ Xb �â� ��� � ���_�¤ ���©	´�� � �¨bc���Eí-b �c�
8���o����� � � �c� ��¥Ë�¸Ë�¤ X� � ��� �y�¨� ©'�o�¤� �¨�o�¨� ��¤ �b � � �·� ���

l1 = l2
� � �X¥

Ω = Rl1 × Rl1
+

� � �X¥�¤ I´ �

p = (~x;~σ) = (x1, x2, . . . , xl1 ; σ1, σ2, . . . , σl1)
# �����rÛ°%

¦2 � � � Ó��'�¤ X�Ü¥�b«ÞQ� � �o�X��� � Â � bc� � � # �����rÃ°% �ubc�îí- Xb«�¡ ú�y� � ¸§���X�:������� � � � Ó �y� ´X�	í �y� ´ � ��¥ �
Õ ��� � � �¤�o¥öQ�$ºS� � ���+�¤ ��)���y�I� � � � Ó �y� ´�� ���y� �µ�X�y���¤�§8�)�¡  � �XÂ��o¥�I¸ � ¥��o�¤� � ©'bc�Xb � �¨bc� � ´ � ���
X´��À�¸ � ���y�¤ X� � ©µ�o�¡  � �Xb � © �
²  X�/�o����� � � � ©/´�� � �¤� � ºS´X���o�¤b«���§� � �ê8�	¥X�$¯°�X��¥êí-b��¤ 

l1 + 1
� � � �X¥ �y� ¥î��� � © �y� Ó �y� ´X� �

t′, ti ∼ N(0, 1)
� � �X¥

l1
��� � © �y� Ó �y� ´X� �

si ∼ N(0, σi exp(τ ′′t′+τ ′ti))
�·ºS� � �oÓy� � ¸

1 ≤ i ≤ l1
�

²  X�%ºS´X�X�$�¤b«���b � �¤ X�o��¥��o¯°�X�o¥ �y�

ψ(p, r) = (~x+(s1, s2, . . . , sl1); σ1 exp(τ ′′t′+τ ′t1), σ2 exp(τ ′′t′+τ ′t2), . . . , σl1 exp(τ ′′t′+τ ′tl1))# �����yÃ°%
í- X� � �

τ ′ = 1
4 4
√

k1

� �X¥
τ ′′ 1√

2k1

�µ²  X� � �)Ó �y� ´X� ���y� �'� �y�¨� ©µ�$�¤� �¨� �¤������©'�Q�o� �¤� �¤�:�¤ X�' XbcÂy 
¥Xb«©µ�o� � b«��� �y� b«�¹¸-�yº � ��©'� � � �� � �o© � � � �X¥ �y� �ÔºS´X�X�o�¨bc��� �y�c� ¸��o³I´Xb«Ó �y� �����u�¤�â�¤ ���T�J�R�LMGIEHG^�Îñ`R^[M]:moL
´ � ��¥bc� �y� �¨b«¯°�ob �y� �X�o´ �¤�y� �X�o�¹í�� � Á �o�!²  X� � �%����� � � � ��� �-�y� �2´ � ´ �y�«� ¸ � �oºS� �Ù� �o¥E�¤� �y�

τ
� �X¥

τ ′bc� � �¤� � ¥E�yº
τ ′
� �X¥

τ ′′
�@ X�rí��oÓ�� � �°¥X´��Ç�¤�	�¨ X�Ç�ôó�b � �¨���X�o�%�yºu�¤ ��Ç© � �X�Xb«�XÂ

τ
bc�)�¨ X�Ç¥X�$¯°�Xb��¤bc�y�

�yºQ�¤ X�ÇÒ!Õb��í\�������¤�o¥)�¤� � Ó���b«¥µ�¨ X� � ©/XbcÂy´Xb«�¹¸Ü�¸:´ � bc�XÂ � �)�ôó@� �¤� � � b«©µ�-b«�'�¨ X�Ç�o��� � � � ��� �o�
¦2 � � � Ó��µ�¤  � ���¨ X�'Ó �y� ´X� � �yº��¤ X�

σ
ò �	�·� �'´X�Q¥ � �¤�o¥�8�oºS� � �:�¨ X�'�� ' ���$�¤b�Ó��µÓ �y� ´X� � � � �X¥

�y�«� ���Q�� � � � Óy�/�¤  � �2��� � ¸»����� �¤� ��¥X��©�Ó �y� ´X��b � Ây���X� �¤� �¨��¥î�¤�)Q�/©	´ � �¨bc� � bc��¥»�¸
τ ′′
�6í- �b � �

�X�$í �¤� �X¥X��©®�I´X©	Q� �¨�À�y� ��Â��o�X� �¨� �¤�o¥»ºS� � �oÓ�� � ¸Ó �y� ´��2�¤�:Q��©/´ � �¤b«� � b«��¥µI¸
τ ′
�

ù s_qÍqZè@ÈS��prè@t �øvupr��pZzSs8n Õ��X�y�¤ �� � �¹¸��8�§�·º2©/´�� � �¤b«��� � � �y�Q� � ��¥k�¸ ¿ �¡ �í��oºS� � í �·� �¤ ��
[\moL@L&JMT�R�]:J�U�©/´�� � �¤b«����� í- Xbc�¡ N© � bc� �� ' �o�o�¨b«Ó��Ëí �y� �¤�ø�Q� � ºS� � © ©/´�� � �¤b«��� � b«�N¥�b � �o�o�¨bc��� �
�X�y� �y� bcÂ�����¥Üí-b«�¨ '�¨ X���o��� � ¥Xb«� � �¤� � ó�b ��� � ¸:�Q� � ºS� � ©µb«�XÂ ��� �y� � �¨bc���Üb«� � � � �o���Ií\� �y�c� �ZíN�¤ ��
©/´�� � �¤b«��� � �¨� �y� bcÂ��êí-b��¤ ø©µ� � �:Â������ �¤�·�^� � �y� �¡ ö¥Xb � ���$�¤b«��� � � � ��¥ú© � Áy�:�¤ ��µ�����¤bc©'bcª � �¤b«���
� � ���o� �¨� º �y� �¤� �o�
¿ �¡ �í\�$ºS� � �� � � � Ó���¥N�¤  � �O� bc��Ây���X� �¤�y� �Ô�¤ X�Ë� � �¤  �yºÀ���X�Eb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y��� �X¥ b�� � �yÞ � � � bc��Â

b �Ë� ��´XÂ�  � ¸U�8� � �Q�o�X¥Xbc�o´ �ñ�·� �¤���¤ X�ø�����¤bc© �y��� �¤�o� # b � � � �¤ X�êÓy���o�¨� �Q' ��bc�Xb«�XÂö�¤ ��K� � � � �����
bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� �¨�K�¨ X������¨bc© �y� ����� %$�C� ¸ö�¨ Xb �:� � �y� �y��� � Q�$�¨�¨� � ¥Xb � ���$�¤bc�y�N� � �NQ�´ � ��¥ �¨�
�y�«� �rí � º �·� �¤� � ������Ó�� � Â��o�X��� �¤� �¨bc� � Õ � � �¤´ �¨�y� í � ¸Ë�¤�:¥X�Ü�¤ Xb � í �y� �¨�'´ � ���¤ X����� �¨� � �ñ� �¨bc���
© � � � b�óÜ�·ºQ�¨ X� � ´X���o� �Ù� ºS´ � �yÞ � � � b«�XÂ � �¤���¡ X�@� � � � ¥Xb � ���$�¤bc�y� ��� ��  �y� 8�����µ� � �rÓy��¥��� X�rí\�$Ó�� � �
�¤  � �â�¤ X� �¨� ©µ���$Þ6�o�o�À� � �»8� � �¡ Xbc�$Ó���¥»�¸´ � b«�XÂ �Ü� � � bc� � �·ºÔ� � �X���Xb«� �y�a� �y� � �¤bc�y� � �XÂ � � �o�
Õ®��� �¨� � �ñ� �¨��¥ö©	´�� � �¨bc���úb �	� �¡ Xbc�$Ó��o¥N�¸ � �y� � �¤b«�XÂ � �������¹�o� �¨� � �c� �¤�o¥ö©/´�� � �¤b«�����¸ � �

� �XÂ � �
θ
�rÓ�� � ���X�µ �¸��8� � �¹� �c� �X� ��²  X�'�¤�y� �y� �I´X©/8� � �·º � �XÂ � � ��� �o³@´�b � �o¥��¤��¥X�o¯X�X�E�oÓy� � ¸

�8� �¨� bc � � � �y� � �¨bc����bc� � �
l1
�ý¥Xbc©'��� � bc�y� �y�u� � � ���/b � ( l1

2

)

= l1(l1 − 1)/2
� D ��� � ���8�¤ X�o���

¥X�$¯°�X�
Ω = Rl1 × Rl1

+ × (−π, π]l1(l1−1)/2 ��í- Xb«�¡  � �o� � �¤ ���b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«���y�

p = (~x, ~σ, ~θ) = (x1, . . . , xl1 ; σ1, . . . , σl1 , θ1, . . . , θl1(l1−1)/2)
# �������»%

í- X� � �
~c = (~σ, ~θ)

� � �X¥
l2 = l1 + l1(l1 − 1)/2

�



�y¾ à)�S� �Çä4å¨��¼�  å��^áª¾���ä�¡$á-ã��Z�5�f�Z¾ ��á���¡�äh� ¢îæ

²  Xb � ©/´�� � �¤b«���ø���8� �¤� �¤� � b � Óy� � ¸ � bc©'b �c�y� �¨�»�¨ X�µ�o����� � � � ©/´�� � �¤b«�����u�$ó��o�������¤  � ���¤ ��
θ
ò �Ü�y� �E´X�8¥ � �¨��¥�8�oºS� � �)�¤ X�)�� ' ���$�¤b�Ó��)Ó �y� ´X� �o�ê²   � �Üb � �ÔÂ��$�¨�¨bc�XÂ

l1(l1 − 1)/2
� � � �X¥ �y� ¥

�X� � © �·� Ó �·� ´X� �
αi ∼ N(0, 1)

� � �X¥
l1
©'� � �-�X� � © �y� Ó �y� ´X� �

γi ∼ N(0, C(σ, θ̂))
�I�¤ X�-ºS� � © �y�

���8� �¨� �¤� � � � �»Q� � ��Â �y� ¥X��¥ �y�

ψ(p, r) = (~x + (γ1, . . . , γl1); σ1 exp(τ ′′t′ + τ ′t1), . . . , σl1 exp(τ ′′t′ + τ ′tl1); θ̂)
# �@�±����%

í- X� � �
β ≈ 0.0873

�
θ̂ = ~θ + β(α1, α2, . . . , αl1(l1−1)/2)

� � �X¥
C(σ, θ̂)

b � �¤ X����rÓ �y� b � �X�o�
© � � � b�ó � ÕÇ�X¥����X�Ôí � ¸2�¤�-���� � b«�2�¤ Xb � ���rÓ �y� b � �X��� ¥�b � �o�o�¨bc��� � b � Â�b�Ó��o��b«�2�¤ X� �X�ôó@� �·� Â�� � b«�¨ X©

ù s Æ �XqÍz��°nwx�èîtwzSqÍè@xypZzSs8n4Ï

Ö É�ÛCË i = 1 ÅIÉ l1 Ì
∆xi = σi exp(τ ′′t′ + τ ′ti)si ÍÖ É�ÛCË m = l1(l1 − 1)/2 Å�É 1 ÌØ
(i, j) = ÂOÃ�Ò�ÑBâ³è Ö Ë m Ì�Í ÙxÙ_é Ñ�ÅçÅ Ð ÑtÂOÃ�Ò�ÑBâ�Ñ Õ Å Ð Æ�Å θm Æ ÖxÖ Ñ�æ»Å Õ ß
∆xi = ∆xi cos θ̂m − ∆xj sin θ̂m Í
∆xj = ∆xi sin θ̂m + ∆xj cos θ̂m Íã

Ö É�ÛCË i = 1 ÅIÉ l1 Ì
xi = xi + ∆xi Í

Õ � í���� � � � �����°�¤ X��¥Xb � ���$�¤b«��� �-�y� �%Â�b«Óy���»bc�bc��Ó�� �¨� ��� � ¥X� �o�!²  Xb � b � ¥�´X�%�¤�Ü�¤ X��� � �X���Xb«� �y�
� �¨� � � ºS� � © � �¤b«���Übc�'Ò ´ � � � ò �^� �y� � �¤b«��� � bc� �

k1
�¹¥Xb«©µ�o� � b«��� �y��� � � ����� �y� �¤ �� � �y� � �¨bc��� � ���X¥µ´X�

� �o� � � � �o�I�¨bc�XÂ:�¤ ���� � �@¥X´X�o�À�yºw�¤ �� � �y� � �¤bc�y�Ë© � � � b«��� � í-b��¤  � �·� � �¨bc��� � ��Â � �
θ̂m
�

��óiôªó%ê Æ ø�ü��Ã�µ	:ý7ýë�ö�	���ù�ü:ö¨÷SûCú!ìÜøxù^ú�û)ù�ý�6�ì�í\öCúî�Kö�÷ ø°ù^ú�û�ü:÷ ý�þ ö��Sù�ü��4ü��Kû·ï
ù�ü:ö�÷

� � �¨ Xb �:� ���o�¨bc���Ní\�»í-b �«� Â�b«Óy� � �C�$ó � ©'� � �»�·º �ú� bc©'� � �Ë�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ � � �¤� �¨��Ây¸��¨� � � � Óy�
���y� � � �¤� b«�X��¥»�����¨bc©'bcª � �¤bc�y�)� � �� � �o© � ´ � b«�XÂ � ´ � � � �¤� �¤� �XÁEbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c�o�
²  X�îÒ ¿ ´ � �o¥kb �µ�

ES(70 + 130)
�^í-b«�¤ N���y�I� � � � b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«�:�y� b«�CÒ ³I´ � �¨bc��� �����rÃ �

´ � bc�XÂËb«�I�¨� � ©µ�o¥Xb � �¨�/Â��o�X� �¨�y� b«ª���¥ê� � � �Ù� �rÓ�� � ¡ Ò!³I´ � �¤bc�y� # �����ZÖB% ¡ ���ø�� ' �o�o�¨b«Ó��/Ó �y� ´X� ��� �X¥¥Xb � � � �o�¨�'� � � �Ù� �rÓ�� � ¡ Ò ³@´ � �¤b«��� # �������»% ¡ ���ø���y�I� � � � Ó �y� ´X� �o�/²  X�:©/´�� � �¤b«���ê´ � ��¥Kb � �¤ ��� � � �X¥ �·� ¥ºS� � ������� � � � b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«���y� bc�»Ò ³I´ � �¨bc��� # �@�±�yÃB%$�
²  X�)�bc� �y� ¸ê���y©µ� �·� b � ���êºS´X�X�$�¤bc�y�K´ � ��¥ú�¤� � � � ���¨ X�'bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c� ºS� ��� � � �o�o�¨bc���Kb � �¤ ��

�¤�·� �y� Ó@b«� �ñ� �¨bc��� � ´ � �%�$ó�� �ñ� bc�X�o¥»b«� ¿ ���$�¤bc�y� �y�������������
²  Xb � Ò ¿ b � ´ � ��¥	ºS� � �o��©µ� �y� b � ���%í-b«�¨ ��¨ X� �\�y� ¥�í-b«�Xb � � �·� Â�� � b«�¨ X© � �$ó�� �ñ� bc�X�o¥	bc�	�\  � �^�

�¤� �-¢X�



¼� �ð^ �¢�å ¢�å2ä�¡$à0� ¾ ��á��ª¡�äh�Z¢îæ �yÛ
³±{sñ ò �ªì ���Î�`�ó� ·D�b�î¸h�M��º<ì �
ÕÇ���y�¤ X� � �¹¸@�8�§�yº2�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ �y� Â�� � b«�¤ �© �Ü�·� �»Á@���Zí-� �·� jFJMjFJM]dEn[?R�T �^moL@EH]�^j�N # Ø Õ %$�
²  X�$¸ö� � �öQ�'�¤ X�y´XÂ� ��Ü�yº �·� �^«B�}L@EdU �y� Â�� � b«�¤ �© ���y� �¤ X�$¸öb«�X��� � �Q� �¤� �¨� �»� �@� �y�!� � �y� �¡  b«�
�¤ ���b �â� � �y� �¡ §� � ���o� �Ù� 7 ¼?9��

��ó.ê�ó£ò ô ý� ÷ ü ù�ü:ö¨÷ ö�í�ûõÊ�ý��4ý
²  X����y�X���o���'�yº � jFJMjFJËí �·� ¯ �¨� �µb«��� � �@¥X´X�o��¥ �¸ Ñ2� í-ÁIbc� � 7 ¬F9 � í- X� � �» ��»� � ���8� � � �:�
� �@��b �y� ��³I´Xb«Ó �y� �����Ç�¨�E�¤ X�	Â����X� �y�%�  �y� bc��´X�Xb«��ºS� � b«�X X� � b«� � �X�o� � Õâ���o� � ¥�bc�XÂ)�¨� Ñ2� í-ÁIbc� � �
bc¥�� �y� �oÓy� � Óy�	b«�»�o´ � �¨´ � ��©/´��¡  � b«Áy��� � Â � �Xb � © � �oÓ�� � Ó���bc�»Xb«� � ��Âybc� �·� �$Ó�� � ´��¤b«��� �^²  X�� �y� b«�
´X�Xb��-�yº4��´ � �¤´ �¨�y� � �¨� � � ©µb �¨� b«���Ëb � �¨ X���»� �·�c� �o¥ � ©'��©'� �
Ò+ó � ©µ� � � � �yº4©µ�o©µ� �À�y� � � �Q��Á·��� � �����¨���X�o� � �8í � b��¨�¤�o� � �����¤�o�X��� � � � b«Óy�2©/´ � bc��� � ���o� � ¥���¥

©/´ � bc���I�¨ X� � �¤� � ���obc�X�o© ��� ��¥)© � ��¸:©µ� � � �4²  X�o¸ �y� �À�¨ X��©'� � � � I¸:í- Xb«�¡ µí����ôó�� � � �¨� ��´ �
bc¥�� �y� ��í- Xb � �2�¤ X��b«¥X� �y� �¨ X��© � � � Óy� � � � �»Q� � ��Â �y� ¥X��¥ �y� �¨ X���X X�����y�¹¸@�Q���yº+�¨ X�%©'��©'� �
Ä � õ ��{���{ � è@��è@Ï:�Xn4t.¿!�°���XqÍxZûuz�Ï��
Ñ2� í-ÁIbc� �:� ´XÂ�Â�� � �¤�o¥N�¨  � �Ü©'��©'� � �$Ó�� � Ó���¸ �~� © �y� �¡ÁIb � ��©µ�o�¡  � �Xb � © ���úï �rí��oÓ�� � ��b��/b �
�8� �¨� bc � �:�¨  � ��©µ�o©µ� �	�·� � � �¹¸@�8�)�yº ÑÇ�y� í-b«�Xb � �K�oÓy� � ´��¤bc�y�È7 �yÃN9�� D  X�o� �  I´X© � �� �¤� b«�
� �o���ob«Ó�� �2� ©'��©'���X�¤ ���©'��©'� �¨� �rí � ¸Ë© � �¤´ � � � b«�I�¨� � ��b«¥X� ��� ÒÔÓy�����¤´ �·�c� ¸Ë�¨ X�Q�Im(NM]��8� �¨� ���
� � ��¥X�o��b«¥X�%�¤�:����©'©/´X��bc� � �¤�2 Xb � bc¥X� � �¤� � �X�y�¨ X� � �8� �Ù� ��� �
²  Xb � � � ���o� �Ù�Ç� �o��©®�¨�µ8� � � �Ù�À�w� © �y� �¡ÁIb � �Ë�¤  � ��� � bcÂybc� �y�«� ¸Ü�¨ X��´XÂ� ��}� �y� �¨ X���¡  � �XÂy��¥

©'��©'�	b«� � � � º # Ây���X�y�¹¸@�8� % b � �X�y�2� �¤� � � ©'b«�¨�¨��¥��QX´��2�¨ X�Übc¥�� �7# �� X���X�·�¹¸��8� % b«� � �¨� � ¥ �|� º^�¤ ��
©'��©'��í�� � �	�¡  � �XÂ���¥��¸ � ��b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y� �Xb«�-b � ���y��� �¤� �$� �  � �%�¤� � �o����Â���bcª����¤ ���©'��©'���°X´��
�8� �   � � � �¨ X� � bc©'b �c�y� b��¤bc� � �¨  � �À�¤ X��bc¥X� �,# �X X�����y�¹¸@�Q� %   �y� í-b«�¨ ��¤ ��	� � bcÂ�b«� �y� ©'��©'�_� �y�«� ���
b«º^�¤ ��'©'��©'�Üb«� � � � º��¡  � �XÂ��o¥��wbc� � �¤� � ¥ú�yº ' ´ � ��b�� �%� �o� � � � �o�I� � �¤b«�����wb«�%í���´ � ¥ú©'� � �ø�¤  � � �
� �$Ó�� �¨� �����XÂybc�X�o� � b«�XÂ%� � ���o� �¨��� �$�¤´ �y�«� ¸����o��´ �Ù� �o¥µb«�:�¨ X�â X� � �^ �¤� b«� �Ô� � � b«¥X� � ���¤ X�-�X�$íU X� � �
� �o���ob«Ó�� � �¨ X�Ëbc¥�� � �!X´��Ü�¨ X�©µ�o©µ�µ�¤  � �,[\moT�moGIE�loJ\NE�¤ Xb � �X�oí  X� � �:b � ¥Xb«ÞQ� � �����Üº � �y© �¤ ��
� �$�¤´ �y� b«¥X� �  �� � �����ob«Óy��¥�� �y� �¨ X��bc¥X� � í �y� � �¨� � � ºS� � ©'��¥�¸E�¤ X��� � �oÓ@bc�y´ � �Q� �¨� �y� �
²  Xb � ©µb«Â� ��^�Q��b«�����¨� � �)b«���¤� � � �y� �oÓy� � ´��¨bc���:í- X� � �Ç�¨ X� � �����ob«Óy��¥©µ�o©µ�-b«�I�¨� �¨� �o� � í-b«�¨ 

© � ��¸§�y�¨ X� � ©µ�o©µ� � bc�»�¤ X�	 X� � �2 �¤� b«�îÂ�b�Ó�b«�XÂ)�b � �¨ §�¤�)�X�oí ©µ�o©µ� � í-b��¤ î� � � �Ù� �rÓ�� ��� �X¥
©/´�� � �¤b«��� �Ô²  ���� �¤� � � ©'b«�¨�¨��¥Ë©'��©'� �-�y� � �y�c� � � � � ���$�¤��¥º � �y© � �Q�@� � �yº+©'��©'� � b«� � b«¥X�2�¤ ��
 X� � �À �¤� b«� �Ô²  X� � ��©µ�o�¡  � �Xb � © � �¤����¥»�¨�'�8��b«�I�â�¨� �'ÑÇ�y� í-b«�Xb � �©'��¥�� � �yº4©'��©'� ���
Ø ��©'� � �Ç�¤ ���´XÂ� �� �y� �êÂy���X� �¤�y�«� ¸ � ��Â �y� ¥X�o¥ �N�~� © �y� �¡Á@b � ��� � �X¥U�¤ ��K¥��o¯°�Xb��¤b«���U�yº �

©'��©'�o�¤b«� �y� Â�� � b��¤ X© � � � �¨� � �¤ �b � � � � �y�Ù� ¸ ��²  Xb � ¥Xb � ��´ �Ù� bc�y� í-b �c� Q�Ë´ � �oºS´ � �����oÓ�� � �¨ X� � � �¨� �
bc�î�\  � ���¨� �%� �8í- X�o�êí\�	í-b �c� � � ¸»�¤�)� � � � �¤� � �X�oí �y� Â�� � b«�¤ �©® �y� ��¥ê���§�¨ X�	b«¥X� � �yº �X���^�
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ψmemetic(p, r) =

{

p
b«º
f ◦ τ(a(p)) > f ◦ τ(p)

a(p)
b«º
f ◦ τ(a(p)) ≤ f ◦ τ(p)
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DE û 1
û�	�6�öCú�ü ù³�µ�

²  X�ÇºS� � © �y�_� �8����b�¯°� � �¤bc�y�)�yºu�¨ X�Ç¥Xb�Þ6� � �o�I�¨b �y� �oÓy� � ´��¤bc�y�)� � �EQ� � ��Â �y� ¥X�o¥ �y�
DE ß 1(F ) =

EA(Ω, k,Πk, τ ; Ψ,Φ, σ;O)
��í- X� � �

Ω = Rl �I�¤ ��ÀºS´X���o�¤b«��� τ b � �¨ X�Àbc¥X�o�I�¨b«�¹¸�� � �X¥ Φ
b �^�y�c� �

�¤ ��âbc¥X�o�I�¨b«�¹¸ # b � � � �X�%� � � �¨� �rÓ�� �&% �I�¤ I´ �
O = Ψ

� � �X¥Ü�¤ X� � � � ���o�¨bc���Ü©'���¡  � �Xb � © b � �y� ºS� �«� �rí �
σ(P,Q, r) = (b1, b2, . . . , bl)í- �� � �

bi = arg max{f ◦ τ(pi), f ◦ τ(qi)}
b � � � b��-����©'� �y� � � ��� � ¸)�¤ ���b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«��� �À��� �¨� � � �8���X¥Xb«�XÂ:�Q� � b«�¨bc��� � bc�Ë�¤ X���o´ �¨� �����Ç�8���X´^�
�ñ� �¤bc�y�

P
� �X¥�¤ ������oí � ¸EÂ����X� �¤� �¨��¥»���X�

Q
�

²  X��bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c���·� �%Ó��o�o�¤� �¨� ¥X�o¯°����¥§�¸
p = (x1, x2, . . . , xl)

²  X�Ë��� � ¸�©	´�� � �¨bc���ú���8� �¤� �¤� � b � � �·� ¥X� � � � bc8��¥ � 8�ZÓy��� í-  � �/Â�b«Óy� � b�� � � � ©µ�µ�¤�î�¤ ��
¥Xb�Þ6� � �����¨b �y� �oÓ�� � ´��¨bc����� � �X¥î�¤ ��Ü� �ñ�·�¨� b«� �y� ���X�Üb � ¥X�o¯X�X��¥K�X�$ó@� �:× �$�¨�¨bc�XÂ �¨� �X¥X�y©�bc���¨��Â�� �
�I´X©/8� �Ù�

s1, s2, s3 ∈ {1, 2, . . . , k} í-b«�¨ X��´�� � �o� �ñ� �o��©'�����\º � ��© r �I�¤ ��kU�E XZJML&JMGK[\J����Q� �¤� �¨� �� � ��8��¥X�o¯°����¥ �y�
ψ(p, r) = ps1

+ F (ps2
− ps3

)
# �����y�°%
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p
b � b�� � �Q� � b«�¨bc���Eb«�

�¤ ����o´ �¨� �������Q����´ �ñ� �¨bc���
P
� �·� b��âb � ���y�À´ � �o¥»�¨�µ¥X�o��b«¥X�%�¤ X���X�$í Ó��o�o�¨� � Ây���X� �¤� �¨��¥»I¸

ψ
�

¦2�X���\í���  � Óy��Â������ �¤� �¤��¥/�¨ X�\�8���X´ �ñ� �¨bc���
Pf
º � ��© �¤ X���8���X´ �ñ� �¨bc���

Pi
�yí���� � �	� � �@���o��¥

�¤� � � � �o�o�¨bc����� � �X¥�¤ X�o�»�¨�:�¨ X��b«�¨� �¤� �¤b«Óy� � �¨���»bc�Ë�¤ X���$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ �y� Â�� � b��¤ X© �
²  X�E� �·�¤� ©'�o�¨� �

F
���y�I� � � �«� �¨ X� � � � �o�XÂy�¤ ��·º��¤ X�)¥Xb«ÞQ� � ���X�o�E���8� �¤� �¤� �o��� �/b � ´ � ´ �y�«� ¸

� � � � �-�¤�
1
�@X´���¥X���8���X¥Ë�y�µ�¤ �� � b«ª��

k
�yºa�¨ X�Ç�8���X´ �c� �¤b«��� ��� ºa�¤ ��Ç�8���X´ �c� �¤b«��� � bcªo�Çb ��� © �y�«� �

�
F = 1

�  X��´ � ¥�8��´ � �o¥��°b«ºw�¤ X���8���X´ �c� �¤b«��� � bcª���b �â�ñ�y� Â���� �
F ≤ 0.9

�  X��´ � ¥»í�� � Á)¯°�X� �
²  Xb � b � ¥X´X�E�¨�î�¤ X� � �8����b �y� 8��  � Ó@bc� � �yº-�¤ X�Ë¥�b«ÞQ� � �o�X���)���Q� �¤� �¨� ����Ø§� �¨ X��© � �¨bc� �·�c� ¸��

b«º��¤ X���Q�y�X´ �ñ� �¤bc�y� b � �X� �y� ������Ó�� � Â��o�X������b��)b � �ôó��Q�o�o�¤�o¥k�¤  � �µ�¨ X�§���8� �¨� �¤� � í-b �c� � � � � �¨�
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�¤ ���¥Xb�Þ6� � �o�X�����8�¨ X� � ��´XÂ� »¥Xb � ���$�¤b«�����·º+�¤ ���¥Xb�Þ6� � �o�X����í-b �c� Q���¤�rí �y� ¥ � �¤ X�������¨bc©/´�© # � �
���y©µ� � �o�¨� � ¸ � í � ¸êº � �y©�b«��b�º\b���  �y� �¤ ��'�y�X�Q� � b«�¨� � b«Â�� % �u�¨ Xb � b � í- �¸øb���© � � � Â�� � �¨�Ë¯°�X¥
�����¨bc© �y�6� � � ´��¤bc�y�Eí- Xb � � � � �y� �¡ Xb«�XÂ �
²  Xb � ©'�o�¨ X��¥  �·� �¨ X� � b � Á��° X�rí\�$Ó�� � �8�yºÔ� � ��© � �¤´ � �%���y�IÓy� � Â����X�o��� � �X¥ �y� b«�-¥X�@� � �X�·�

  � Ó�� � ©'���¡  � �Xb � ©Ú�¨� � Ó��ybc¥§b��O� � �$Ó�� �¤�y�w� ´X� � ©'bcÂ� ��ÀQ���X���o� �Ù�¤�y� ¸��¨� � �¡ Xb«�oÓy���¤ �� � �$�¤´ �y�
�����¨bc©/´�© �
ýV<=?>�Q:HK_>VA#>VONU�>�EDR�BWO?¥�L b BPSW>VUsL�BDAZY b HKIJI�CF>�Y#R1EGIJIeHK§³L�=?>�HKOFQ:HKS^H�Q:©NEDIJY�EDA#>�U�IJBWY#>·>�O?BW©?¥D=ed
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²  X� � � � �o�o�¤b«���E� � � �Ù� ´ � �%�yºu�¤ Xb � Ò Õ b ���y�«� �/b«�I�¨� � � � �¨bc�XÂ��¤� � � �y� ¸@ª�� � Õ � �y�X�2bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�
b � ��� � ¸����y©µ� �·� ��¥ê�¨� � ���oí � ¸§Â������ �¤� �¤��¥K���X�Üb«�î�¤ X� � � � ���o�¨bc���ê� � �@��� �Ù� �~b«�2b � º � b �¨� ¸�� �y� ¸
�¤  � �\�¨ X��í�� �¨� �âbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� í-b �«�_� ´ � Ó�b�Ó�� �¨� �µº � �o�}��í- X�o�Ëbc�µ�¨ X�2©'bc¥X¥ � �-�yºa�¨ X�2� � ���o� �¨� ���¤ ��
í�� �¨� �\b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y��� ��º �y� ©µb«Â� ��ÔÓ�� � ¸:í\� �c�°� ´ � Ó@b«Óy��ºS� � � �oÓy� �¤�·� Â��o�X� �¨� �¤b«��� � b«º8b �   �y�^� Xb��!�yº
� ´��¡Á � ²  �b � ©µb«Â� �� � ´XÂyÂ�� � �\�¤  � �!�¤ X� � � � ���$�¤b«���)� � � �Ù� ´ � �Ç�yºQ�¤ X� � � � ���$�¤b«���)���8� �¨� �¤� � b � í\� � Á �
¦2�§�¤ X���y�¤ �� �   � �X¥��8 X�rí��oÓ�� � �u������� � � � ´ � �¨� � �yºÔ�¤ ��	�8���X´ �c� �¤b«��� � � �·� � � �¤�µ������Ó�� � Â����

�¤ ��/� � �y � Xb � b«�¹¸�·º!  � Ó�b«�XÂË�X�$í b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� Ây���X� �¤� �¨��¥ê�X� �y� �¤  � �%� � ´ � �¨� � b«�X� � � �y� � � Óy� � ¸
³I´Xbc�¡Á � ¸B�\�¨ @´ � � � � � �¨bc�XÂ � �$¸@� � �»bc� í- Xb«�¡ k©µ� � � � �X¥ ©µ� � �bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c�:�y� ��¥ �¨� Â�Â��o¥N�¨�
�¤ �b � ª������ ��� �»���y� � �o³@´����X�o���6�¨ X� � � � ���$�¤bc�y��� � � �Ù� ´ � ��ºS� � b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«� º �y� º � ��© �¤ Xb � � � ´ � �¤� �
bc��� � � �y� � �À�y� ©'� � ���$ó��Q�y�X�����¤b �y�c� ¸ �
� �ú�o���X� � ´ � bc�����~¥Xb�Þ6� � �o�I�¨b �y� �oÓ�� � ´��¨bc��� � �o��© � �¤�»  � Ó����wbc©'� � bc��b�� � ¸B� �»� � � º¯� � ¥ � ���¤b«Óy� � �@�

� �o�o�¨bc����� � � �¨� ´ � ��� � � �y� �¤b«�XÂµí�� � Á � �X¥î© � b«�I� � bc��bc�XÂ � �µºS� �Ç� �oÓ�� �¤�y� Â����X� �¤� �¨bc��� � � � �X¥§�¤ ����
�  � ´X��� � ¸ � � �·� �¤b«�XÂ��¤�âÂ � �ríú�¨�â�¤ X� �8��bc���ub«�2í- Xbc�¡ ��X�â���oí � � � ´��¤bc�y� � ��´��a�yºI�¤ X� #�� ´X % �����¤b«© �·�
� � ´ � �¨� �À�y� �2�¤� � � �¤� �¤��¥�¸Ë�¤ �� � � � ���o�¨bc������8� �¨� �¤� ���

��óZú�ó�� �[�Sý
DE û 2

û�	�6�öCú�ü ù³�µ�
²  X� � ���o���X¥kÓ �y� b � �¤b«��� ÁI�X�rí-� �y�

DE ß 2(λ, F )
b �'� ��©'�� ��ZíÚ �y� �o¥U���ðg�R�L@]dEn[MT�J$NMV¨R�L@j

m\gY]dEHjkE�l(R�]iEnmoG �y� b«�^´ � � � �¨ X�À��´ �Ù� �����\Q� � �\ºS�y´X�X¥ � � � ´��¤bc�y�:�¨�	¥Xb � �o�o�!�¤ X� � � �y� �¡  � 8°� � © �·�c� ¸��
�¤ �b � ¥Xb�Þ6� � �����������8� �¤� �¤� � � � ��8� � �oÂ �y� ¥���¥ �y�

ψ(p, r) = ps1
+ λ(pb − ps1

) + F (ps2
− ps3

)
# �����·¢x%

í- X� � �
pb = arg max

1≤i≤k
{f ◦ τ(pi)}

� �X¥»�¤ X��Ó �y� b �  � �
λ
b �Ç� ���y�I� � � � Ó �y� ´���´ � ��¥��¤�)�o����� � � � �¤ X��Â � �o��¥Xb«�X� �Ù� �¨�Zí �y� ¥ � �¨ X��8� � �

� � � ´��¨bc��� � �Eº �y�o� � � �  X��´ � ¥îQ� � © �y�c� �X� � © �·�c� ¸��_´X� � � �¨� �¨ X�/Â � �� �y� �����¤bc©	´X©�b ��� � �c� �¤b�Ó�� � ¸
� �·� ¸Ë�¤�Ü¯°��¥ �

��óZú�ódô Ê�ö�ú�ýçö��bý�ú�û)ù�ö�ú�ø
Õ � b � ´ � ´ �y�c� ¸µ�¨ X�%� �·� �%í-b«�¨ Ë�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ �y� Â�� � b«�¨ X© � ���¤ X� � ��b ��� �@´�©/Q� � �yºw�y�¤ X� � ���8� � �
� �¨� �¨� ´ � ��¥»�¤�:bc©'� � �rÓy�2�¤ X���8� � ºS� � © � �X���%�·º4�¨ X� Ñ Ò �y� Ây� � b��¤ X© �
ï � � �-í\�âí-b �«� ��� � ¸/¥Xb � �o´ �¨� �¤ X��gIN(JM��U^mo²�[ML&m(N\N(mo¦�JML��8� � ºS� � ©'��¥Ü�¤��b«�X� � � �y� �-�¨ X�-¥Xb«Óy� �Ù� b«�¹¸

bc�:�¤ ��À�8���X´ �ñ� �¨bc��� � D  X�o�µ�¤ �b � ���8� �¤� �¤� � b � í�� � ÁIb«�XÂ��Ib«�!b � ´ � ��¥)�ZÓy� � ���X�À�yº6�¨ X�-¥Xb«ÞQ� � ���X�o�
���8� �¨� �¤� �Ù� �$ó�� �c� bc����¥Ëbc�EÒ!³I´ � �¤bc�y� # �����y�°%^� �X¥bc� #������·¢x%$�+²  Xb � ���8� �¨� �¤� �\� �o³I´Xb � � �-� �X�·�¤ X� �
Ó �y� b �  � ���

CR
� � �o� � � � �o�I�¨bc�XÂE�¨ X�	� � � �Ù� �rÓ�� ���¤� �¨� � � �Çb � ´ � ´ �y�c� ¸ � �o���¤� �  �bcÂ� »Ó �·� ´X� # �X� �y�

1
% �X�$ó��o�����ÀºS� � � �·� ¸�����¨bc©'bcª � �¤b«���)� � �� � ��© ���
¿ ´X�X�8� � �!�¨ X� ºS´X�X�$�¤bc�y�

ψ′ b � ¥��o¯°�X�o¥ �·� ��b«�¨ X� �¨#������y�°% � ��#������·¢x% � � ��¥��y�� � b«�2�¹í\� �¤� �X¥X��©bc���¨��Â�� �¨�
d ∈ {1, 2, . . . , l} � �X¥ L � ´X�¡ ��¤  � � P (L ≥ v) = (CR)v−1 � v > 0

�§²  X�Ë�X�oí
©/´�� � �¤b«��� # � � ��´�¥X���¹� � � �Ù� �rÓ�� �\% ���Q� �¤� �¨� � b � ¥��o¯°�X�o¥ �y�

ψ(p, r) = (v1, v2, . . . , vl)

í- X� � �
vj =

{

ψ′(p, r)j
b�º
d ≡ d, d+ 1, . . . , d+ L− 1(

©'��¥
l)

pj
�y�¨ X� � í-b � �
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í- X� � �
ψ′(p, r)j

b � �¨ X�
j
� �¤ ËÓ �y� ´��%�yº4�¨ X�%Ó��o�o�¤� �

ψ′(p, r)
�

8+b«Â�´ � � �@�±Ö�_ ²  �� � �¡ X��© � �¤b«�2Ó@bc�oí �yºw�¤ X��� � ��´X¥X�o�¹� � � �¨� �rÓ�� � ���Q� �¤� �¨� � ºS� � ¥Xb�Þ6� � �o�I�¨b �y� �oÓ��o�
� ´��¤bc�y� � D �µ� � ���� � � � Óy�)�¤  � �	�¤ ��)� � � �¨� ��¥öÓy���o�¨� �   �y�

3
Ó �·� ´X� � �yºâ�¨ X�)� � bcÂybc� �y� Ó����$�¤� � �

� �X¥
3
º � �y© �¤ ������oí ����� �

²  X� � Á·�o�¨�¡ µ�yº_�¨ Xb � ���Q� �¤� �¨� � � � �:Q�\�� � � � Óy��¥'bc�k8+b«Â�´ � � ����Ö��w²  X�âbc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� ¥X���Xb«�o�¨��¥
�¤ �� � �%  �y��� �o�XÂy�¨ 

l = 6
���¤ ��ÇÓ �y� ´X� � ´ � ��¥ËºS� � �¨ X�2� � ��´X¥X�o�¹� � � �¨� �rÓ�� ���y� �

d = 5
� �X¥

L = 3
�

� �X¥'�¤ X�o�)�¤ ����X�$í�bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�°�   �·� � � �¤  � ���ÀÓ �·� ´X� � í-b��¤ :�¤ X��� � b«Â�bc� �·� ���X��� � �X¥)�¤  � ���-í-b«�¨ 
�¤ ��2�X�oí ���X���X8��Â�b«�X�Xbc��Â � �

d
� �X¥Ë��b � � � bc�XÂ �y� ��´X�X¥Ëb«� � ©µ�@¥X´ �c�y� º �y�  Xb«��� �Ô²  �b � ���8� �¨� �¤� �

� � � �o©/ � � � �¤ X�%�¹í����¹�8��bc���-� � � �Ù� �rÓ�� � �yº × Õ ���
��óZú�ó%ê ô üsþbý�ú�ý�÷ ù�ü:û�	±ýë�ö 	��ªù�ü:ö�÷ÿí\öCú8�Kö�÷ ø°ù^ú�û�ü:÷ ý�þ ö��Sù�ü��4ü��Äû)ù�ü:ö�÷
� � �¨ Xb �:� ���o�¨bc���Ní\�»í-b �«� Â�b«Óy� � �C�$ó � ©'� � �»�·º �ú� bc©'� � �Ë�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ � � �¤� �¨��Ây¸��¨� � � � Óy�
���y� � � �¤� b«�X��¥U�����¤bc©'bcª � �¤b«��� � � �y � �o© � ´ � b«�XÂ � ´ � � � �¤� �¤� �XÁ b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«��� Õ � b«� ¿ ���$�¤b«���
���£���Ý¢ ��í���í-b �c�-� ¥ � ���µ�¨ X�

DE ß 1 �¤� � � � Ó�� � 8���X�¡ X© �y� ÁN�·º2���y� � � �¤� b«�X��¥k�y���¤b«©µb«ª � �¨bc���� � �� � �o© �o�
²  X� Ñ Òi�Xb«�¡Áy��¥U´ � � � �¨ X�§� � ��´�¥X���¹� � � �Ù� �rÓ�� � ���Q� �¤� �¨� � ©µ�o�I�¨bc������¥ � Q�rÓ���� � �X¥kb��)b �

�¤ ���� � � � �¨��¥ �y�	�
DE ß 1(0.9, 0.9)

�wí-b��¤ ú�X� � © �y� � �y�¨� ©'�o�¤� �¨�o�»²  ��)Xb«� �y� ¸ø�o��©'� �y� b � ���
ºS´X�X�$�¤b«���µ´ � ��¥µ�¤� � �����o����bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c� bc� � � � �o�o�¤b«���'b � �¤ X�-�¤�y� �y� Ó@bc� �c� �¤b«��� � ´ � �-�$ó�� �c� bc�X�o¥)b«�
¿ �o�o�¤b«��� ���£���±�@�±���
²  Xb �ÀÑ Ò b � ´ � ��¥�ºS� � ����©'� �y� b � �y�Eí-b«�¤ �¤ �� ���y� ¥�í-bc�Xb � � �y� Ây� � b��¤ X© � b«�»�\  � ���¨� �À¢X�
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d r	�ts h»jf� �

� r�j � �t/�� - �uf � � j0
�h

Ø§� ��¸ � � � � �y� �¡ X� �   � Ó��Ü¥ �¤� í-� � � �y� ��Â�bc� � 8�o�¹í����o� � � �y� �Xbc�XÂ � �X¥ê�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� �¹í��µEHGI]9JMT¥²
T¥E��^JMGI]À� � �@��� �¨� � � �w���X�	� � ÁIbc�XÂË� �ñ� �o�/¥X´ � bc�XÂE�¨ X� � b�ºS�o�¨bc©'���yº � �ê� � Â � ��b � ©$� � �X¥î�¤ X�Ü�·�¤ X� �
� � Á@b«�XÂ§� �ñ� �o�µ�rÓ�� � �¤ ��)�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸ø �b � �¨� � ¸ø�·º � b«ºS�:����Ò �y� �¨  � D �µ�¨���X¥ö�¨� � ��Â �y� ¥��¤ ��
�oÓy� � ´��¤bc�y� �y� ¸C� � �@��� �¨���y��� ¥ � ���¨b«Óy� � �X¥ b«���¤� �«� b«Â������Eb«�U�¤ X� � �o� � �ø�¤  � ��b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«�Ë�y� �
#�� ´X % �����¤b«© �·�°� � � ´��¤b«��� � �¤���¨ X�Ç� � �� � ��© �yº � � � ¸@bc��Â �y� b«Ó�� �)� �)�¨ Xb �^� �o� � �����¤ X� � ��b ��� �E�����¨b��
©'bcª � �¤bc�y�Ë� � �@��� �¨� ´X�X¥X� � Â���b«�XÂ:�oÓy� � ´��¨bc��� ��²  X��³I´X� � �¤b«��� � ��© � bc� � �X�¤ ���´XÂ� �� �·� b�º � � �y� �Xbc�XÂ
� � �N  � Óy� � ��bc©'� � �$� � � �y�c� bc���¨ X�Ë�oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸K©'���¡  � ��b � © � b«��� � �¤´ � ��� � ��¥�b«º � ���!�¨�
í-  � �À�ôó��¨����� �
¿ bc�����-�¤ X�-©'��©µ�o����b«� �rÛ�¾�¼ �¤  � � ï bc���¨��� � �X¥)ðÀ�rí �ñ� �*7 ��ÃF9 �X´X � b �  X��¥:�¤ X�ob � � �c�y�¨� bc�-� � �

�8� � � �%�ñ�·� Â��â�I´X©/8� � �yº � � � � �y� �¡ X� �   � Óy�Àí�� � Á·��¥µbc�:�$ó��8� � b«©µ�o��� � �����X�o� � �Xbc�XÂ%�¨ X�îP�R�T�U�VCEHG
WYXZJ\[M]!bc�E�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸:����©'�X´�� � �¤b«����7 ��¢ � �?9��^Ø§� ��¸µ�yºu�¤ X�o©   � Óy� �y�«� �/�� � � � Ó��o¥�¨ X� � ¸@���
� � Â�bc�%�$Þ6�o�o�â�¨  � � � � �y� ��bc�XÂ / � � �  � Ó���bc�E�¨ X���oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸µ©µ�o�¡  � �Xb � © � í- X����¤ X� � �%b �-� �
�oÓy� � Ó@b«�XÂ%�Q�y�X´ �ñ� �¤bc�y�	�yºQbc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c�o�w²  �b � � ¸@�X� � Ây¸/b � í-  � �!b � ´ � ´ �y�«� ¸�� �y�«� ��¥��¤ X� ���·� ¥�í-b«�
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�yºÇbc�X� � � �·� ��¥N¯X�¤��� �¨� �â©µ� � �Xb«�XÂK�¨  � �:�¤ �� � � �y� ��b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«� �¤  � �)� � � � � �y� �N�¨ X�»��� �Ù� ���$�
� �$�¨�¨bc�XÂ � �X¥�  � Ó�� �'� �$í �y� ¥§�yº+¯X�¤�X� �¨�Q# bc��Óy� �¨� � � ¸�� � ���8� � �¨bc��� �y� �¤�:�¤ ����I´X©/8� � �yºÔ� � b �y�c�&%$�
²  Xb � ªo���X�	b«�X� � ´X¥X� � b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� í-b«�¨ ���� � ¸��� �¨� �o�o�À¯�ó���¥î�8� � b«�¤b«��� �À� �X¥�³I´X� � �¤bc�y�§© �y� Á ���
¦2�X���'�¤ X�'bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b � b«� � b«¥X�'�¨ Xb � ª��y�X���4�oÓ�� � ´��¨bc���K© � Áy� � b«���8� �¨� bc � �'�¨��� � bc©	K�¨���¤ ��
�8� � Á �
²  X�Übc��b«�¤b �y� �8���X´ �c� �¤b«�����o��� � b � �¨��¥ê�yº

1000
bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c� �_� � �¡ ø����� � b � �¤bc��ÂE�yº

20
Â����X� � �

Â��o�X� �¨� �¤�o¥ � � �¤� �X¥���©?�°í-b��¤ §� � �¡ îÂ��o�X�	  � Ó@b«�XÂµ� � �� � Xb � b«�¹¸
0.25
�yºÔQ�obc�XÂ

0
�_� � �� � Xb � b«�¹¸

0.25
�yº�8��b«�XÂ

1
� � �X¥ � � �� � Xb � b«�¹¸

0.5
�yº�³@´�� � �¨bc��� © �y� Á � Õ��»� � �¡  Ây���X� �¤� �¨bc�����À� � �¡ 

bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� í �y� Â�b�Ó��o�
1000
� � �·� �Xb«�XÂ	� � b �y�«��� ¦2�Ë� � �¡  � � �y� �Xbc��Â	� � b �y� �I�¨ X��bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� � � b«��¥

�Ü�¤� ��¥X��©®�o��©/Xb«� � �¤b«���E�yº � �$�¨�¨bc�XÂ � ºS� � �¨ X��³I´X� � �¤bc�y��© �y� Á �o�
²  X��¯X�¤�X� �¨� í �·� � �y� �o´ �ñ� �¤��¥�¸E�¨ X�%ºS� �c� �Zí-b«�XÂ	ºS� � ©/´ �c� �

Fitness = 1 +
19(1000− i)

1000

#����«�»%
í- X� � �

i
� � � �X¥ � ºS� � �¤ X�)�@´�©/Q� � �yº-� � b �y� bc��í- �bc�¡ ��¤ X�)bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·� Â�´�� �¨� ��¥ �¤ X�)��� �Ù� ���$�

� �$�¨�¨bc�XÂÀ�yºX�o���X�X�o�o�¨bc��� �o�+²  X�^¯X�¤��� �¨� b �w� ��bc��Ó�� �¨� ��ºS´X�X�$�¤b«�����·º��¤ ����I´X©/8� � �yº�� � b �y�c� �X���o¥X��¥



¢�¢ à)�S� �Çä4å¨�Ã�^  äh�Çå�� �Z¾���� ¡ ã å�ù¸ùÔåÀàÀä

8+b«Â�´ � � ���±�^_\¿ �¡ X��© � �¤b«�2¯X�¤��� �¨�À�ñ� �X¥ � � � �8� � º=�¤� �À� � �y� �Xbc��Â �
²  X� � � �y� �¡ µ� � �� � ��© b � � ©µ�@�y�¤ �� � í-b«�¨  � ªo���X�À�yº6b«�X� � � �y� ��¥:¯X�¤��� �¨� ���y�I� � bc��bc�XÂ�bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�
�  � �2�¤� � � �y� �Ë�¨ X����� �Ù� ���$�À�����X�����o�¨bc��� � �$�¨�¨bc�XÂ �o�

�¸ � �§b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y� �¨�µ¯°��¥§�¤ X����� �¨� �o�o� � � � ´��¤b«��� � D b��¤ �¤ Xb � ºS´��X�o�¨bc����� � ��bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� í-b«�¨ 
�y�«� b�� � �8� � b«�¤b«��� � ¯�ó���¥ � �X¥Ü�o³@´ �y� �¤�

1
�yí���´ � ¥ÜÂ��o�Ô�¨ X��© � ó�bc©/´�© ¯��¤�X� �¨� Ó �y� ´����yº

20
�yí- Xb � �

� �»bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� �¨  � �-í �·� �X�$Ó�� �2�  � �2�¤�'��� �Ù� �o�o� � ¸ËÂ�´X� �¨� �¤ X� � � � ´��¨bc���� � �¨  � �-  �y��� � � � �y� �
���X�%í � ���XÂÜ¯�ó���¥��Q� � b«�¨bc���Eí���´ � ¥»Ây�o�-�¤ X��©'bc�Xb«©/´X© ¯X�¨�X� �Ù� Ó �y� ´X�%�yº

1
�

� ���¤ Xb � �$ó��8� � bc©'�����/í��Ë� � ���� � � � Ó��Ë�¤ ��)� �¨� ¥X�M�ý�yÞk�·ºâ�¤ X� �\�y� ¥�í-b«��ÒÔÞ6�o�o� �y� © � ��¸
³I´X� � �¤b«���U© �·� Á � ©'� � �N�¤  � �O�â��� � Ó�� �¤� Ây���-© � �I¸NÂ�´�� �¨� � ��y� �§�X�o��¥X�o¥U�¤� �y�Ù� b�Ó����¨���¤ ��
� � � ´��¨bc�����°�´����¨ X��©µ� � �%¯�ó���¥î�8� � b��¤b«��� � �X�¨ X��©µ� � � � bcÁ·� � ¸Ëb«�-b � �¨  � � � � � � �·� �À���X��Ó �y� ´X��b �
í � �y�XÂË�¤ I´ � �oÞQ���$�¤b«Óy� � ¸îÁIb �«� bc��Âµ�¤ ��Übc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·� ��²  Xb � � �¤� ¥��M�¹�·Þ�¥X����bc�o� � �¤ X�Ü�y�X�:�$ó�b � �¤bc��Â
8�o�¹í������§�`p'��b«���X�$¸ � �X¥»� �ñ�·� �¤b«��b��¹¸)b«� � Óy� � ¸ � � �¨� bcÂ� ��ÙºS� � í �y� ¥Ëí � ¸ �
� �	�ôó��8���$� � �¨bc���K� � ��bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�   �y�   �y� º��yº�b«� � �8� � b«�¤b«��� � ¯�ó��o¥	bc�%�¨ X��b«�Xb«�¨b �y� �8���X´ �c� �¤b«��� �

²  X�â�ôó��8���$�¤�o¥'�I´X©	Q� � �yº_bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c� b«�	�¤ X�\bc�Xb��¤b �·� �Q����´ �ñ� �¨bc�����¤  � �   � Ó��â���Çí � ����Â2¯�ó���¥
�8� � b��¤bc�y�µb ��� 8��´������X� # �¤ ��

210 �8� �¨� bc � �ÀÓ �y� ´X� � ºS� �   �y� ºa¯�ó��o¥Ë�Q� � b«�¨bc��� ���·� � � Q��´�� 1000
%ô�

� ���¤ X�Ë�o�X¥Xb«�XÂ��!b«�Üb � �$ó��8���$�¤��¥N�¤  � � � � � � �y� �/���X�Ëbc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� í-b �c� Q� �  � �)�¨� � � �y� ���¤ ��
��� �¨� �o�o� � �o�Ù�¤b«�XÂ � �\X´��'�¤ Xb � b � �X� � ´ � � � b � �»Q�o� � ´ � �

1000 ∗ 1000 = 106 ∼ 220 � � �K�¤ Xb ��$ó��8� � bc©'�����E�o��´ � ¥ Q������� � bc¥�� � �o¥Ubc��Ó �y� b«¥ Q�o� � ´ � �ê�yº2�¨ Xb �µ� � �y� ¸ � b � �â X�rí\�$Ó�� � �Àb«�µb �µ� �
�$ó � ©'� � ���·º �:� bc©'� � �%�$ó��Q� � b«©µ�o�I� � ��¥��¤ �� � �b � b��¹¸)�·º+�¤ �� ���·� ¥�í-b«��ÒÔÞQ���$���¨� � ©µ�@�y�¤ �¤ ��
¯X�¨�X� �Ù�E�ñ� ��¥ � � � �Q��� �y� b«�:í �y�µ� � � �¨��¥k�¸ Ø b��¤�¡ X� �c� 7 ��¢_9 �¤  � �µ�¨ X��©'� � � ¯X�¨�X� �Ù� í �y� �X�·�
�� � � � Ó���¥»�¤�'bc©'� � �rÓy�%�ZÓy� � Â��o�X� �¨� �¤b«��� � bc�E�¨ X��� �y� ���yº4�X´ � ���oÓ�� � ´��¨bc��� �
ï b«�I�¨��� � ��¥Üð��rí �ñ� �aò � Â��o�X�o�¨bc� �·� Â�� � b«�¨ X© ´ � ��¥/�¤� � � � Ó��^�¤ Xb � � � �� � �o© í �·� Ó�� � ¸ � bc©'b �c�y�

�¤�»�¤ X� � bc©'� � �'Ây���X�$�¤bc� �y� Ây� � b��¤ X© ¥Xb � ��´ �Ù� ��¥ b«� ¿ �o�o�¤b«��� �@�±���»²  X� � � � ���$�¤bc�y�ö©µ�o�¡  � �Xb � ©
í �y� �¸ � ��´ � �o�Ù�¤��í- X��� � �Qí-b��¤  � ��� �ñ� �o��©'����� �-²  X�$¸§´ � ��¥ê�����M�¹�8��b«�I�À� � � �Ù� �rÓ�� ��� �X¥ � bc©'� � �
©/´�� � �¤b«���� �·�c� �����¤ X�â�¡  � ��©'� � ��©'�â�yº_�¤ ��Àb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� í �y� ���Ó�b«��´ �Ù� ¸/���y� � ÞQ���o�¨��¥'�¸ � � �y� ���
bc��Âµ�¤  � �2�¤�@��Á� �c� ����¥X´ � b«�XÂEb�� �Ç� b«ºS�$�¤bc©'� � ¦ � b«Â�bc� �y�c� ¸B���¨ X�o¸ � �o���¤ X� �y� Â�� � b«�¨ X© � ´X�îºS� �

50Â��o�X� �¨� �¤b«��� ���+²  X�o¸:�� � � � Ó��o¥µ�¤  � �
0
Â����X� � í�� � � �¨� �Xb«¥ � ¸�� � bc©'bc� � �¨��¥	º � ��© �¨ X�-�Q�y�X´ �ñ� �¤bc�y�



�^ ½¼� �� �Z¾���� ¡ ã å�ù¸ù+å�àÀäï�2ã
� àâáª¢����âä4å�� æaà�¡ å!ã/àÔå ¢IÖ

8+b«Â�´ � � ���£��_	½ � �ñ� �¨b«Ó��Üº � ��³I´X������bc� � �yº
1
ò ��# ¥X�y�¨�¨��¥ % �

0
ò �F# ¥ �y�  X��¥ %�� �X¥ú´X�X¥X�o��b«¥X��¥ #S� � � bc¥ %

�y�«� � � � � b«�E�¤ X���8���X´ �c� �¤b«���Ë� � �y�¨�¨��¥�rÓ�� �
50
Ây���X� �¤� �¨bc��� �o�



¢�¬ à)�S� �Çä4å¨�Ã�^  äh�Çå�� �Z¾���� ¡ ã å�ù¸ùÔåÀàÀä
� �X¥/�¨  � �4�¤ X�\º � ��³I´X�o�X�o¸Ü�·º

1
ò � bc�X� � � �y� �o¥ � ���o� � ¥Xb«�XÂ � ¸ ��� �±8+bcÂ�´ � � ����� í\� �  X�rí �¨ X� � � �ñ� �¨b«Óy�

º � �o³I´X���X�obc� � �yº6��� �Ù� ���$� # ���X� �\% ��b«�X��� �Ù� �o�o� # ªo� � � �\%!� �X¥)´��X¥X���obc¥X�o¥ # ³@´�� � �¨bc���µ© �·� Á �\% �y�«� � � � �
bc�Ë�¨ X���Q����´ �ñ� �¨bc���)� � �y�Ù�¤�o¥»�rÓy� �ÇÖyÃ Â����X� �¤� �¨bc��� ���
�� Ä ��{���{ C���q Æ è�ÉED�ÏÜè� u} èIq·z���è@nQp
²  X��© � b«���o���X��� � � � � � ´ � �¨bc�XÂÀº � ��© �¨ X�\� � �y�4b � í- I¸�¥Xb«¥��¤ ���º � �o³I´X���X�$¸/�yºX´X�X¥X�o��bc¥���¥ �y�«� � � � �
� � � ¸ �!� �� �bcÂ�  � D b«�¨ /�¤ X��º � ��³I´X�����o¸:�yº8³I´X� � �¤b«���:© �y� Á �Ô� � �  � � � � ¢IÖGF � � �X¥Ü�¨ X��º � �o³@´����X�$¸
�yº

1
ò ��� � �  � � � � Ö�ÖF � � � � Ó�� �¤� Ây�/bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� í-b«�¤ 

20
Ây���X� � í\�y´ � ¥ê  � Óy�/� � �oÓ��o�

1
ò �%� �X¥

�Xb«�X�
?
ò ��� ÕÚ©µ� � �¥X�o� � b � ��¥ � �¨´X¥�¸ �yºÀ�¤ �b � �$ó��8� � b«©µ�o���'í �y� �Q� � ºS� � ©µ�o¥ �¸ ï��y� Óy�o¸ 7 ÛF9 �

� �X¥ � � � �oí 7 �N9 � � �X¥ � �o��� � ¥Xbc��Â»�¨��¨ X��©$�u�¤ X�:�ôó��8���$�¤�o¥ú¯X�¨�X� �Ù� �yº � ´X�¡  � �øbc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� b �
� �y´XÂ�  � ¸

11.6
� Õ �c� ���6�¤ ��o¸ê�8� � ºS� � ©'��¥ � � � � � �¨b � �¤bc� �y�Ô� � �y� ¸ � b � �yº!�¨ X�Ü�$ó��8���o�¨��¥ø¯X�¤��� �¨� �yº

�¤ �� �y� Â�� � b��¤ X© b«ºu��� � ¸:�oÓy� � ´��¤bc�y�µí �y�â�y�«� �rí\�o¥µ�¨� � � �y� �¡  # b � � � �X�·� � � �y� ��bc�XÂ % � � �X¥ � � � ´ � �¤�o¥
� �

1.009
�

²  Xb � �8��bc��� � � � � �·�¨� ¸��¤�-�¤ X�!¯ �Ù� � �y� �8���$�+�yº@�¤ �� ���·� ¥�í-b«��ÒÔÞQ���$�O�yb«��í- �bc�¡  � � �y� �Xbc��Â � bc¥X�o¥
�oÓy� � ´��¤bc�y���¨�Çbc©'� � �ZÓy�^�¨ X�\�ôó��Q�o�o�¤�o¥/¯X�¤��� �¨� º � ��©

1.009
�¨�

11.6
�yX´��w�¤ �b � �$ó��Q� � b«©µ�o�I�}� �y� b«�

í �y� © � ¥X���I¥Xbc¥:�X�y� �¨� ¸:©	´X�¡  � 8��´�� �¨ X�À�oÓ�� � ´��¨bc���aò � � � �$ºS� � ���X�o�Ç�yºQbc� � �¤b«�X�o�!�rÓ�� �\� � �y� �Xbc�XÂ
���:�¤ X� � ���XÂ%�¤� � © �+² � � � � í�� � �¤ Xb � ³I´X� � �¨bc����� ï��y� Óy�o¸*7 Û?9_� �o� � �@¥X´X�o��¥ � �X¥ � ´XÂ�©'�����¤�o¥µ�¤ ��
� � bcÂ�b«� �y� �$ó��8� � bc©'������b«�E� � ¥�� � �¨� � ¥X¥ � � �Ù� �¤ X� � ���ý� �y�«� ��¥î) �Bl\l}T�Jbm:ñ ]H�IJ�gIJML&NME�NM]9JMGI]�H}��J\NM]dEnmoG
j¶R�Ll,(N �ª� �î Xb � í�� � Á��6 �� �¤� ���¤ ��	©'��¥X� � ºS� �

500
Â����X� �¤� �¨bc��� � � � �X¥î X���� � � � Óy��¥î�¨  � �Ç�¨ X�

º � �o³I´X���X�$¸ø�yº�³@´�� � �¨bc���K© �y� Á � bc��¥X���o¥ú¥X�o� � � �y� ��¥�b«�î�¤b«©µ�	�¨�rí �y� ¥ ��Ã@FE�Üï �rí��oÓ�� � �4b«��¥Xb«¥
�X�y�	© � �¨�¤� �  ��Zí�© � ��¸KÂ����X� �¤� �¨bc���ú X� �¨� ���¨ X�E©'��¥X� � �~�¤  � �/�8� � �o����� � Â��E�X�$Ó�� �Ü� � � �¡ ���¥
ª�� � � �
²  X� � � �y� �y� � ���o© � �¨�êQ�E�¨ X�<�^JMGKJM]dEn[<U�L@E ñ@]d�^¥�´X�E�¤� �¨� �X¥X��© ©/´�� � �¤b«���öb«���¤ X�Ë�8�����

´ �c� �¤b«��� �µØ ´�� � �¤b«���ø�$ó�� � � �/� ���y� � � � ���	� � � �Ù� ´ � �)�¤  � ��© � b«�I� � bc� �%� �o� � � � b«�Kº � ��³I´X�����o¸K�yº
´X�X¥�����b«¥X��¥ �y�«� � � � � bc�ú�¤ X�E�8���X´ �ñ� �¨bc����� � �X¥��$Ó��o�I�¨´ �y�«� ¸B�Ô�¨ X�E�8���X´ �c� �¤b«���úí-b �c�^� �¡ Xb«�oÓy� � �
��³I´Xb � b« � b«´X© � � � �¤�Àí- X� � �Ç�¤ ��2� � � �¨� ´ � �%�yºaÂ����X�$�¤b«�Ç¥ � b«º=�� �y�ñ� �X��� � í-b«�¨ )�¤ �� � � � �o�o�¤b«���E� � � � �
� ´ � �%�¤  � �Àº � Óy� �¨� bc� � �¤b«�X�o� �

ôªóZ��ó�� �¼�Sú�÷SýìI;øðý>=P��ý�ú�üV�4ý�÷¨ù�ø
D �»í-b �c�-� � �·� ¸@ª��»�X�rí � ©'��¥�� � �¤  � �)b �)� Xb«�'� � � � � � �¤� � ©'� � �»����©'� � �o�¤� ���·� ¥�í-b«�Xb � �
� �o��� �·� bc� �0� �N Xb � � � �8� � � ² ´ � �X�$¸37 ���D9 ´ � �o¥ �¤ �� ���·� ¥�í-b«� ÒÔÞQ���$� �y�µ� ©µ�$�¤ X�@¥N�¨� �  Xb«º=�
�¤ ��ÜXb �y� bc� � © � �¡ Xbc�X� � � �·� �Xb«�XÂE� � �� � �o© ��ï b � �$ó��8� � bc©'�����%b ���·�c� � � bc©'� � � �y�  X� �y� Â�´X� �
�¤  � � � ©'� � �:�o��©µ� � �$óê�$ó��Q� � b«©µ�o�I��í���´ � ¥ú��� � ¸ê�� � ��´ � �µ�¨ X� � � � �Ü�yº ���·� ¥�í-b«�Xb � ©�bc�ø�¤ ��
�����¨bc©'bcª � �¤b«���E� � ���o� �¨�o�-ï b � í�� � ÁËb � �yº bc���¨� � � � �À�¤�'´ �À� bc�����	 ���b«�I� � �@¥X´X�o� ��� �X�$í �¹¸@�Q���yº
���@¥Xb«�XÂ�ºS� ��� � �y� �Xb«�XÂ	b«�µ�¨ X�2Â��o�X�y�¹¸@�Q� ��� �E� � ¥�� � �¨�/´X�X¥X� �¨� � � �X¥ Xb � í�� � Á��@í\�2í-b �c�   � Ó��Ç�¨�
¥X�$Ó�� � ��� � ºS�$í ���y�X���o��� �o�
�� Ä � Ä ��{ æËè@JÔnwzSprz�s8n �Xn4tCpôÉu} è@ÏÜs_ü5$4z��XÏ
Ò+ó�� � ´�¥Xbc�XÂÜ�¨ X��bc�X�X´��-¥ � � � �X�oÓy� � ¸º � �$�¤� � �¨  � �-b«��a°´X�o�X��� � �¨ X� � � � ���$�¤bc�y�»�·º+������� �y� �¨bc��´ �ñ�y�
���y�X���o��� # bc�K© � �¡ �bc�X� � � �y� �Xb«�XÂ % �o��� � �¨b«�¨´��¤�:�¤ X���}EdRoN)�yº �»� � �·� �Xb«�XÂ �y� Â�� � b«�¨ X© �)� b �y� bc���
� � ´X¥X� ��� ´X�¡ úº � �$�¤� �Ù���y� �¤ X� �ñ� ��Â�´ � Â��Üb«�êí- Xbc�¡ K�¤ X� � � �y� ��� � �$ó�� � � �¨� � � b�� � �o���X���o��� � �+�¤ ��
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�y� Â�� � b��¤ X©i´ � ��¥»�¤� � � �y� �¡ »�¤ X� � � � ����� � �X¥»�¨ X��� � b«�¤� � b«���EºS� � ¥X�o��bc¥�bc�XÂÜí- X�$�¤ X� �Ç� ���y�X���o���
b � �o��©'� � �¤b« � ��í-b«�¤ Ë�¨ X�%� �¤� bc�Xb«�XÂ/¥ � � ���
Õ � í\� �¤� í � �~�¤ X�!8��Â�b«�X�Xbc��ÂÀ�·º ¿ �o�o�¨bc��� ����� �r�¤ X�!Xb �y� ����� � b � � � �yº��¹í��-º � �o�¨� �¨�`_ U�EHL&J\[M]dEnmoG

� �X¥ NM]dL\JMG^��]H� � Õ���� �¨� �o�o��Xb �·� b � ���X�â�¤  � � �y�c� �Zí � �¨ X�À�����X�o����� � � �y� ��� � �¤� � � � �o�o�^�¤ X�â� �·� Â��$�
���y�X���o��� �!²  X����� �Ù� ���$�¤�X� �¨� �yº6�¤ X��¥Xb � ���o�¨bc���µb � �¤ I´ � ©µ� �y� ´ � ��¥Ë�¸:�¤ X���Q� � ºS� � © � �X���À�yºu�¤ ��
� � �y� ����¥���������������y� � �¨� � ��¥ � � ��� Õ � � � ���XÂÜXb �y� b � �y�X�2�¤  � �âºS���o´ � � � �¨ X�%���y�X���o��� � � �·� �X� �
��� �:� � �c� �¤b�Ó�� � ¸ � © �y�c� �@´�©/Q� � �yº+�o���X�o����� ���

�� Ä � Ä � Ä iaÎ4zSü p:s_ü5$4zS�°Ï
Õ Â � �rí-bc�XÂ�Q�@¥�¸K�yº � � � � �y� �¡ �bc�ö© � �¡ Xb«�X� � � �y� �Xbc��Â�b � �o���X��� � �X�o¥�í-b«�¤  �y� Ây� � b��¤ X© � �¤  � �
�  �b«º=�^Xb �·�!�y� �¨ X�o¸ � ��³I´Xb � �-©µ� � �â�$ó��8� � b«���X�o� ��¿  Xb�º=�!�yºa�b �y� �8� � ºS� � © � �¹í\� � �oÓy� �«� �·º � � �y� �¡ K�
���X�%�¨  � ��´�Â� �����X�o����� � � � ��� � �X¥»���X�%�¨  � ��´�Â� Xb �y�â� � � �o� �
D �-  � Óy� � �����'�¤  � � ��� � � ���XÂ�Xb �·� b � � �y©µ�$í-  � � � � �y� ��Â���´ � �¤� � �:bc� � �¤b«�X�o�¨b«Óy�âQ�o  � Ó�b«� � �

í- Xb � � � í\� � Á§Xb �y� b � �¨� �)� � �y� �X�o¥î8��  � Ó@bc� �o�%²  X�/�o� � �%�·º�  � Ó@b«�XÂ �)� � � �y�XÂËXb �·� b � �¤  � �
�¤ ��K�b �y� � � � Q�êb«�X��� �Ù� �o�o�O� � �X¥U�¤ ��ê¥Xb �¨� ¥�Ó � ��� � Ây�ê�yº	  � Ó@b«�XÂ � í\� � ÁUXb �·� b �� �8��� �
�8� � ºS� � © � �X����� � �Mp'��bc�o�X�o¸»���Ë�¨ X� � ���XÂÜ�¤� � © � É � � � �¨� í���  � Óy�	 Xb«Â� ������¯°¥X���������¨  � �-�¤ ��
Xb �y� b � ��� �¨� �o�o�}��b«�\b � bc�EÂy���X� �¤�y�Q� b � Á�¸µ�¨�/  � Ó�� ��� � � ���XÂÜXb �y��� Õ �c� �yºu�¨ Xb � b � bc� � �o��� � ¥ � �X�o�
�¤�Ü�¨ X� ���y� ¥�í-bc�ÒÔÞ6�o�o�}� � �µb�� � �o��© ��� � �y� ��� �  � �2�¤�:b«�X��� � �Q� �¤� �¨�%b«� �y�À� Xb �y�â�  Xb�º=�¤� ���

�� Ä � Ä �«� ç	Î~èîé/�XÈ�tuëµz�nwz��XnC��sut~è@È
² ´ � �X�$¸ Â����X� �¤�y� bcªo��¥��¤ X�K�$ó��8� � b«©µ�o�����·º ï b«���¤��� � �X¥ ð��rí �ñ� � � �X¥ � ¥ � ���¤��¥ b«�Ë�¨� �¤ ��
© � �¡ Xbc��� � � �y� �Xb«�XÂ	� � �� � ��© �y�â�/�  Xb«º=�â�·º~Xb �y� � � �� � ��© �)� �â© � ¸)���y�â8�2� � � �y� �¨  � � �/�  Xb«º=�
�yº!Xb �y� í �y� ´ � ��¥øbc� ï bc���¤�y� � �X¥Kð��rí �c� �aò � �$ó��8� � b«©µ�o���O�aX´��2í\�Ü©'bcÂy I� � �o�/�¤ X� � ©µ��´��I�
�yº+³@´�� � �¨bc���§© �y� Á �Ç�y� �¤ �� � � � �o�XÂy�¨ î�yº+�¨ X��Xb �y�o�-ïÇ� Ó@bc�XÂ'© � ��¸´X�X¥X�o��bc¥���¥ �y�«� � � � � í���´ � ¥
� � � ´ � �!bc� � í�� � Á	Xb �y� �yí- Xb � ��  � Ó@bc��Â ' ´ � � � ºS�$í í���´ � ¥ � � � ´ � � b«� �%� � � ���XÂ�� � Xb �·���w²  X�-� � �y�
�yºw³I´X� � �¤b«���© �y� Á � ò�º � ��³I´X������bc� � bc�E�¤ ��%�Q����´ �ñ� �¨bc���µ� � �8� � �oÂ �y� ¥���¥ �y� �¤ ��%�Q����´ �ñ� �¨bc���6ò �
� �¨�»' ���$�¤� � ¸»�yº � � �y� �¡ §bc�§�b �y�À� � � ��� � 8°� � �¤ Xb � ���oí �$ó��8� � bc©'�����O�_�¤ Xb � ¥�b � �¨bc�X�$�¤b«����b � © � ¥��
�$ó�� � bc�ob«� � ¸B� � �X¥©µb«Â� ��â8��� �ñ�y� b«¯°�o¥ËQ�$�¨�¨� � í-b«�¨ �¨ X���$ó��8� � b«©µ�o����b�� � � � º �
� �o��´ � ����� � bc¥X� � �¨ X�-�$ó � ©'� � �â�·ºa���y�X���o��� � � �y� �Xbc��Â �Ô¿ ´X�X�8� � �-�¤ X�À�$ó � ©'� � � � �¤��� �c�y�¨� b«º=¸

�y� � �y�«� ¯XÓy�M�¹¥�bc©'��� � bc��� �·�_� ��� � � � �:Óy���$�¤� �Ù�
~x ∈ {0, 1}5 � � �X¥:�¤  � ���¨ X�o¸:© � ¸:Q� � ����Â��¨�	������yºX�¹í��2� �ñ�y�Ù� � � {0, 1} �4� ¸ � bc©'� � b«��b��¹¸B� � �$�+´ � � �·�c� �¤ Xb �4� � � �o� T = {0, 1}5 ��� ���¤ Xb �+� ��� � �����¤ ��� � �y� �¡  � � � �o�/�yº!���y�X���o��� � b � �¨ X� � � � ���	�yºÔºS´X�X�$�¤b«��� �

F = {f |f : T → {0, 1}} �8© � ���Xbc�XÂÓ��o�o�¨� �¨� �¨�/� �c�y�¨� � ��� ² � � b«©µ� � b«º=¸��¤ X�Ç�X�y� � �¤bc�y����í\� � ���Ç�¨  � ��b��\b � �8� �¨� bc � ���¨�	bc¥������¤b�º=¸µ� � �¡ 
���y�X���o��� # b � � � � � �¡ ºS´X�X�o�¨bc���b«�

F
% í-b«�¨ b«� � � � ´��¨ Ë� �  � � � ²  X�%� � ´��¨ � �  � � � b � � �â�·�c� �yºw�¤ ��

25 = 32
�Q� �Ù� b« � �:Ó��o�o�¤� �¨� b«� � �$ó�bc�o��Â �¤� �X Xbc� �y� � � ¥X� � � � �X¥ú�¤ X�:Ó �y� ´X�'�yº��¨ X�µºS´��X�o�¨bc���KºS� �

� � �¡ øÓy���$�¤� �o� Õ � �¤ X��Ó����$�¤� �Ù���y� �	bc� � �$ó�bc�o��Â �¤� �X Xbc� �y� � � ¥�� � /.h(�Qí\�Ü� � �êbc©'� � b«��b�� � ¸ �y�Ù� ´X©'�
�¤ ��/Ó����$�¤� �Ù� bc�î�¤ ��/� � ´��¤ ê� �  � ��� � �X¥ø����©'� � �$� � ¸»í � b«�¨�/�¤ X� �y�Ù� �@��b � �¤b«��� � �·º^�¨ X�ÜºS´X�X�$�¤bc�y�
�y���
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~x ∈ T
�¤�

1
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232 = 4294967296

�Q� �Ù� b« � �-ºS´X�X�$�¤bc�y� � � � �X¥'�¤ I´ � �@�¤ X� � ©'��´X�����yºu�8� �¨� bc � �
� � � ´��¨bc��� � �¤�:�¤ X��� �c�y�¨� b«¯°� � � � �y � �o© �y� � �·�c� �

232 �¿ ´X�X�8� � �\�¤  � �+������� �·� �¤b«��´ �c�y� ]nR�Ln�^JM]~�o���X���o��� b � í-  � �4í���í � ���+�¨��¯°�X¥K� �y� í �y� �¤ X��� �y� �
í-b«�¨  ï b«�I�¨��� � �X¥ðÀ�rí �ñ� �aò � �X�o´ �¤�y� �X�o�¹í�� � Á �!² �:º � ��b � b«� � �¤�-���y©µ� �·� b � ���)í-b��¤  ïÇ�·� Ó��$¸[7 ÛF9 �
í��Çí-b �«�8� ´X�X�8� � �2�¨  � ���¤ X�Ç� �y� Ây�o�\ºS´��X�o�¨bc���Eb � �¨ X��ºS´X���o�¤b«���)�¨  � ��� �ñ�y�Ù� b�¯°� � �$Ó�� � ¸)Óy���$�¤� � �¨�
�¤ ���� �ñ�y�Ù�

1
# b � � � �

f(~x) = 1
ºS� � � � �¡ 

~x ∈ T
%ô� D � �y�Ù� ´X©'��� �y�«� ���@�¤ X� � � � �X¥ �y� ¥ � ´X�8� � Ó@b � �o¥

� � �y� ��bc�XÂÜ� �·�¤� ¥Xb«Â�©$�@í-b��¤  � � �¤� b«�Xbc��Â/�X  �y� ��ºS� �c� �rí���¥Ë�¸ � �¤� � �¤b«�XÂ:�X  �y� � �
Ñ ´ � bc�XÂ»� �¤� bc�Xb«�XÂ��u�¤ X� � � �y� �X� � b � � � ´XÂy I���¤ X�'� �c�y�¨� �yº�� � �¡ ��yº��¤ X�
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Ó��o�o�¨� �¨�o�Ô² ��© � Áy�!�¤ X�^� � �y � �o© bc���¤� � � � �¤b«�XÂ��Zí\�^í-b �c���y�¨� ´X©µ�!�¤ �� � ��b �w� �o� � � � b«��� � �� � �b � b��¹¸
p
�¤  � �â�¤ X� � � �y� �X� � b � � � ´XÂ� ��-�¤ X�%í � ���XÂ'� �ñ�·�¨����Ñ ´ � bc�XÂÜ�¨� � �}�°�¤ X� � � �y� ��� � ©/´ � ��Ây´X� �Ù� �¨ X�
� �c�y�¨� �yº��¤ �� � ´X�X� � bc�o¥ b«�X�X´��ËÓy���$�¤� �o� Õ�Â � b«���À�¨ X� � �øb �� � � �� � Xb � b«�¹¸ �¤  � �Ë�¤ X�ê�¨� � �»b �
©'b � � � Áy�o� � 8��´��^�¤ X����� �Ù� �o�o�â� �ñ�y�Ù� ºS� �\� �)b«�X�X´���Ó��o�o�¤� ��� ²   � �\b � �@�¨ X�2� � �� � Xb � b��¹¸

p
b � �¨ X�

� �$Ó�� � �yº+����b � ��b«�E�¤ X��� �ñ�y�Ù� b«¯X� ���
D �%í-b �c� ´ � ���¤ X���X�ôó��À�X�·� � �¨bc�����

� �y� Â��o�
= (t1, t2, . . . , t32) = ~t� �¨� bc�

= (α1, α2, . . . , α32) = ~α�¨� � �
= (β1, β2, . . . , β32) = ~β

í- X� � �
ti, αi, βi ∈ {0, 1} � D �/Ây���X� �¤� �¨� ~α � ��¥ ~β º � ��© ~t �¸ �¨� �X¥X��© � ¸<a°b«�X�Xb«�XÂ)Xb�� � b«� ~tí-b«�¨ §� � �� � �b � b��¹¸

p
�â²  X�	� � �� � Xb � b«�¹¸)�¨  � �-�¤ ��	� �c�y�¨� �yº � � �¨� bc��bc�XÂ:�$ó � ©'� � ��� �Ç� �¤� � �¤b«�XÂ

�$ó � ©'� � ��© � �¤�¡ �� � �¤ X�À� �y� Â��o��b �
1− p

�@X´����¤ X��� � �� � Xb � b«�¹¸��¤  � �^�¤ ���� �ñ�y�Ù� �yºQ�¤ X�À� �¤� bc�Xb«�XÂ
�$ó � ©'� � �%© � �¨�¡ X� � �¨ X��� �ñ�·�¨� �yºw�¤ X�%�¤� � �¨bc�XÂ:�$ó � ©'� � �%b �

1 − 2p+ 2p2 � ð � ©'� � ¸B�

P (αi = ti) = 1 − p

P (βi = ti) = 1 − p

P (αi = βi) = 1 − 2p+ 2p2

� �X¥�í\���y � � � Ó����¨  � �+��b«�¨ X� �
αi = βi = ti

�·í-b��¤ /� � �� � Xb � b«�¹¸
(1−p)2 ��� � αi = βi 6= ti

�·í-b«�¨ 
� � �� � Xb � b��¹¸

p2 ��í- �bc�¡ )¸@bc� � ¥ � (1− p)2 + p2 = 1− 2p+ 2p2 �Ô²  Xb � ©µ�@¥X� � b � Ó�� � ¸µ����©'©µ�y�bc� � � � �¤b � �¨bc� � � � �X¥»� � ��Q�%�¨ X��´XÂ� �� �y� �¤ X���� � � � Ó���¥§� �ñ�·�¨��#
~α
� � ~β % Q�obc�XÂ'����©'�8� � �o¥��yº �� b«Â�� �y�C# ~t % � � ´ �-� ��©'� �¤� ��¥X��©®�X�yb � � # p %ô�

�� Ä � Ä � õ ç	Î~è§�XÈ�Ì_s_qÍzSpZÎw�
D �^í-b �c� ´ � � � Â����X�$�¤b«� �y� Â�� � b«�¤ �© �¨� � � � Ó��!�¤ �b � �$ó � ©'� � �^� � �� � �o© � Ò � �¡ /Ây���X�y�¹¸@�8���o��� � b � � �
�yº

64
Â������ � �

32
�yºuí- �bc�¡ Ë¥X�$�¤� � ©µb«�X�Ç�¨ X�2Xb �y� ¥Xb � �o�o�¤b«����� � �X¥

32
�¤  � ��¥X�$�¤� � ©'bc�X�Ç�¨ X�Ç�b �y�

; Ü H�d >Dd�L�=?>�KGAZQ�¦@LM?lL#=µEGOFQN?O?XONQ�HKO
L�=?>�Y%L�A#HJO?¥Fd



�^ ½¼� �� �Z¾���� ¡ ã å�ù¸ù+å�àÀäï�2ã
� àâáª¢����âä4å�� æaà�¡ å!ã/àÔå ¢�Û

� � � �o�XÂy�¤  �ê²  X�EXb �y� ¥Xb � �o�o�¤b«����Ây���X� �Ü�y� �)��b«�¨ X� �
0
� �

1
� � ��¥ � �o� � � � �����:�¤ ��)� �c�y�¨� �¤�î8�

� � ���Q� � ��¥ºS� � �¨  � �-�o�I� � ¸ �^²  ����b �y�â� � � �o�XÂy�¨ �Â��o�X� �À�y� � � � �y� Ó �y� ´�� � bc�E�¨ X��bc���¤� � Ó �y�
[0, 1]

�
� � �¡ ��������o��¥���¥í-b«�¤ 

8
Xb�� � � �y� b �c� ´ � � �¤� �¨��¥E���$ó@�
Â������y�¹¸@�Q�

G = (D;S)Xb �y� ¥�b � �o�o�¨bc���
D = (d1, d2, . . . , d32)Xb �·�â� � � ���XÂ·�¤ 
S = (s1, s2, . . . , s32)

í- X� � �
di ∈ {0, 1} � � ��¥ 0 ≤ si ≤ 1

� � �X¥'�¤ X��´ � ���yº6�¨ X� � � � ���XÂ·�¤ Eb �\�y� ºS� �«� �rí �}_ b«ºQ�¤ X�
i
� �¤ 

Xb �y��� � � ���XÂ·�¤ �Ây���X�'  �y��� Ó �y� ´X�
si
�~�¤ X�o�ú�¤ �� � �'b ��� � � �� � Xb � b«�¹¸

si
�¨  � ���¤ X�'bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�

í-b �«� Â�´�� �¨�
di
� � bc©'b �c�y�¨� ¸B���¤ X� � ��b �-� � � �� � Xb � b��¹¸

1 − si
�¤  � �-�¤ X��bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� í-b �c� Â�´X� �Ù�

αi
�

²  X��Â�´X� �Ù� Óy���$�¤� � b � �ôó�� � � �¨� �o¥ �y�
Â�´X� �¨�

~g = (g1, g2, . . . , g32)

P (gi = di|di 6= αi) = si

P (gi = αi|di 6= αi) = 1 − si

P (gi = di = αi|di = αi) = 1

í- Xb«�¡ »� � �Ë8�2bc���¤� � � � �o�¨��¥ �y� ��b«ºu�¤ ��2Xb �·� b � í\� � Á #
si
� � � � �Ç�¤�Üªo� � � % �@�¤ X�o��¨ X�%bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�

í-b �«� Â�´X� �Ù�  �y� ��¥:���	í-  � �Ôb��+�� � � � Ó��o¥µb«���¤ ��\� �¨� bc�Xb«�XÂÀ¥ � � �Q# b � � � b«�+Â�´X� �¨� � �
αi
% ��b�ºX�¤ X��Xb �·�

b �%� � � ���XÂ #
si
� � � � �/�¤�»���X� % �u�¤ ��'b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� bcÂ���� � � � �¨ X�Ü� �¨� bc�Xb«�XÂ � ��¥ � � � b«� � ���Kbc� � �¤b«�X�o�

# b � � � b«�âÂy´X� �Ù� � �
di
%$�

² ´ � �X�$¸Ù7 ���`9 �Q��b«��� � �y´��	�¨  � �Ü Xb �	� bc©'� � b�¯°��¥K©µ�@¥X� � ¥X�@� � �X�y�/¥�� � � � b«Q�)�¨ X� � � �y� �Xbc�XÂ
©'���¡  � ��b � © ��ï � �y�«� � � � � �¤� � �¨  � ��¤ X� � �oÓ�� � �yº �  � � �¤� �$�¤bc�y� ´ � ��¥ bc�U�¤ �b � �$ó��8� � b«©µ�o���
b � ���X�Eb«��í- Xb«�¡  �¨ X�E©'���¡  � �Xb � © b � �X�y�/bc©'�Q� � � � ���}� � �X¥�bc� � ©'� � �µ����©'� � �$óú� � �y � �o©?�
�¤ ��'Ây���X�y�¹¸@�8�µ�o��´ � ¥K�o�X���@¥X�:ºS� � �$ó � ©'� � �:�¨ X� �y� �¡ �b«�¤�o�o�¨´ � �:�yº � ����´ �¨�y� �X�o�¹í�� � ÁY� � �X¥ �
� � �y� ��bc�XÂ �y� Â�� � b«�¤ �© �·�  � �¡ÁE� � ��� � Â � �¤bc�y�Ë����´ � ¥Q��´ � ��¥ �·���Ü� � �y� �»©'�o�¨ X�@¥ �
� �K�¨ Xb � �ôó��8� � bc©'������í\�:�o��´ � ¥ � �o� � �I´X©/8� � �yº^ºS� � �¤´ � � � �yº��¨ X� ���y� ¥�í-bc�KÒÔÞ6�o�o�}�wºS� �

bc� � � � �X������b«º � �Üb«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�@� � � bc� � �����¨b � � � ¸����Übc� � �¤b«�X�o� # ºS� � � � �¡ 
i ∈ {1, 2, . . . , 32}, si = 1

% �
� �X¥øb�� � bc� � �¤b«�X�o��b � ��� �¨� �o�o�}� # ºS� � � � �¡ 

i ∈ {1, 2, . . . , 32}, di = ti
% �a�¨ X���ø�¤ X�:� � �� � �b � b��¹¸

�¤  � �âb«��í-b �«� �o� �¨� ���o� � ¸µ� �c�y�¨� b«º=¸ �y�c� �¤ X�
32
bc���X´���Óy���o�¨� �¨� b«�E�¤ X���¤� � �¤b«�XÂÜ�X  �y� �%b �

(1− p)32 �í- Xb � �/b�º � �øbc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�4� � � b«� � �o���¤b � � � ¸§��� � � �y� �Xbc�XÂ # ºS� � � � �¡ 
i ∈ {1, 2, . . . , 32}, si = 0

% �
�¤ ����:�¤ X�â� � �� � �b � b��¹¸��¤  � �!b��Ôí-b �«� �o� �¨� ���o� � ¸	� �ñ�·�¨� b�º=¸ �y�«� �¨� � �¨bc�XÂ2Óy���$�¤� �Ù� b �

(1−2p+2p2)32 �¦2 � � � Óy�\�¤  � �4í-b��¤ 	b«�X� � � �y� bc�XÂÀ�X��b � � � �$Ó�� �K#
p
% �Í�¤ X����� �Ù� ���$�+b«� � �¨bc�X�$�+  �y�Ô� � � ¥�Ó � ��� � Â����rÓy� �

�X´ � � � � �y� ��bc�XÂ �4²  Xb � b � ¥X´X�Ç�¨� �	� © �y�«� � � �¨�¡ Ëbc�µ�¨ X�2�X  �¤�y� bc�XÂ�� �y� í�� � ��³I´Xb � ���¨ X�2bc� � �¤b«�X�o�
�¤�:8����� �Ù� ���$�Àbc� � ¥�Ó � �X�o� �
8°� � ���y�IÓy���Xb«���X�o���^�¤ X�)¯��¤�X� �¨� �yº-�¤ X�Ëb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�«� í-b �c�^�¤� ��Â��)º � �y©

0
�¨�

1
� Õ � í-b��¤ 

ï b«���¤��� � �X¥»ðÀ�Zí �c� ����í���í-b �c�Q� �o³@´�b � �2�¨ X��bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y�c� �¤�:��� �Ù� �o�o� � ¸ËÂ�´X� �¨� �¤ ���� �ñ�y�Ù� �yº �y�c�
32
�¤� � �¤b«�XÂÜ�$ó � ©'� � � ��� D � �y�Ù� bcÂy� � ¯X�¤��� �¨�â� ��� � �%�yº

0
í- X�o�Ë�¤ X�2Ây´X� �Ù� ¥X��� � �X�y���Q� � ºS���$� � ¸

© � �¤�¡ Ë�¤ ����¨� � �¤bc��Â'¥ � � � � � �X¥ �'� ��� � ���·º
1
í- X�o���¨ X��© � �¨�¡ b � �8� � ºS�o�o�W/.ß �

;%á�²´O�U�BDO`L�A�EWY%L(L#Bc<³©?A�O?>�MW¦ b =?B1EDY�Y.HJ¥DO (1 − p)−32
C^M�EGO
©?O?®^O?B b O
A#>\EDY#BDOed



ÖyÃ à)�S� �Çä4å¨�Ã�^  äh�Çå�� �Z¾���� ¡ ã å�ù¸ùÔåÀàÀä
� ��� � ¥X� � �¨�:Q�$�¨�¤� � ´X�X¥X� �¨� � � �X¥»í-  � �Àb � Â��ybc�XÂÜ���»bc� �Ü� ´����yºw�¤ �� �·� Â�� � b«�¨ X©?�Ií���í-b �c�

©'� �y� ´ � �%�¤ ����b �y� �o� �¨� ���o�¨�X� �Ù�Ç� �X¥»�¨ X��Xb �·�â� � � ���XÂ·�¤  �y� ºS� �c� �Zí �

Xb �y� ��� �¨� �o�o�¨�X� �Ù�
=

1

32

3
∑

2i=1 [di = ti]

�b �y�â� � � �o�XÂy�¨ 
=

1

32

3
∑

2i=1si

í- X� � �2�¤ ��%Xb �y� ��� �Ù� �o�o�¤��� �¨� b ��� �o� � � � �����¨��¥»I¸µ�¤ X�2º � ��³I´X�o�X�o¸Eí-b��¤ )í- �bc�¡ Ë�¤ X�ÇXb �y� ¥Xb � ���M�
�¤b«���Ë© � �¤�¡ X� � �¨ X�%� �y� Â��o�}� � �X¥Xb �y�â� � � �o�XÂy�¤ �b � �¨ X� � Óy� �¨� Â����yºw�¤ X� � � � �o�XÂy�¤  �

si
�

D �)� � �öÓ@bc�$íi�¤ X�EÂy���X�y�¹¸@�8�Ëbc� ï bc���¤�y� � �X¥ ðÀ�Zí �c� � �y�/�î� �8����b �y� � �y� �Ë�yº ² ´ � �X�$¸Qò �
Â��o�X�y�¹¸@�Q� _

0 ⇔ di = 0, si = 1

1 ⇔ di = 1, si = 1

? ⇔ s1 = 0, di ∈ {0, 1}
� � ï bc���¨��� � �X¥Nð��rí �c� �aò � Â������y�¹¸@�Q���^�¨ X�Ë��� � ¸úí � ¸ö�¤�êb«�X� � � �y� �ËXb �y�	� � � ���XÂ·�¤  b � �¨�

�¡  � ��Â��%���X�%� � ©µ� � �Ç³I´X� � �¤b«���© �·� Á � �¤� � ¯�ó��o¥��I´X©	Q� �î# �ob«�¤ �� �
0
� �

1
% � � �X¥Ë���y�IÓy� �Ù� � � ¸

�¤��¥X�o� � � �y� ��b«� �)� � ² ´ � �X�o¸8ò � Â������y�¹¸@�Q���@í��Ç� � � �y� �¤� � �¤ X�ÀXb �·�^� � � ���XÂy�¨ µí-b��¤ X��´����¡  � �XÂ�b«�XÂ
Xb �y� ¥Xb � ���$�¤bc�y� �
²  X� ���y� ¥�í-bc�'ÒÔÞ6�o�o��� � �o¥Xbc�$� � �¤  � �}�Ibc�Xb��¤b �·�c� ¸��Íí- ����µ�¨ X�ÀXb �y� �o� �¨� ���$�¤�X� �¨� b �!� �ríî� � � � ���@�

�¤b«���	� � � �Ù� ´ � �\í-b �«� º � Óy� � í�� � Á�Xb �y���4�~� �¤� � �yí- ����ÜXb �y� �o� �¨� ���$�¤�X� �¨� b � bc©'� � �ZÓ@b«�XÂ�� � � � ���$�¤b«���
� � � �¨� ´ � ��í-b �«� º � Ó�� �-�:� � � ����Â�� � Xb �y���
�� Ä � Ä �«Ð Å  u} èIqÍz���è@nQpZÏ
²  X� �y� Â�� � b��¤ X© í �y�ø� �$�K�¨� � Â����X�$�¤b«� �y� Â�� � b«�¨ X©$��í-b��¤  �8���X´ �c� �¤b«��� �yº �rÃ�ÃyÃ �	í-b«�¨  �
� � � �¨� �rÓ�� � � � �y � Xb � b«�¹¸K�yº

0.6
� �X¥ � ©	´�� � �¨bc��� �¨� �¤��yº

0.001
��²  X� �y� Â�� � b«�¨ X©�í �·�µ� �oº=�

�¤� � ´��»ºS� �
10000

Â����X� �¤� �¨bc��� ��� � �y� b«��´ � � �·�¤� ©'�o�¨� �¨� �yº
p
í\� � ��´ � �o¥§bc�Ë�¨ X���$ó��Q� � b«©µ�o�I� � �

� �X¥»bc�ËÂy���X� �¤�y� ���¤ X��8��  � Ó@bc� � � � �Q���� � � � Ó��o¥îbc�<8+b«Â�´ � � ���£¢��
� ��� � �¡ ��ôó��Q� � bc©'�����}� ² ´ � �X�$¸�� � �y�¨�¨��¥��¨ X� � Óy� �¤� Â��EXb �y� �o� �¨� ���o�¨�X� �Ù� bc�K�¤ X�E�8���X´ �ñ� �

�¤b«�����4Xb �y��� � � �o�XÂy�¤ K� � �X¥�¯��¤�X� �¨�Ü�y�	� ºS´X���o�¤b«���ö�yº\�¤ X�µÂ����X� �¤� �¨bc���ú�I´X©/8� ����ï �µ´ � �o¥ �
� �yÂ �y� b��¤ X©'bc� � � �y� �%b«�Ë�¤ X��Â��o�X� �¨� �¤b«��� � �¤� �y�«� �rí � �»bc©'� � �rÓ��o¥ËÓ�b � b«Xb � b«�¹¸'�yºw�¤ X�%ºS� � �¤´ � � � �yº
�¤ �� ���y� ¥�í-bc�µÒÔÞ6�o�o�}� � bc�X�o���¤ ���¯ �Ù� � �y� �8���$���yºa�¨ X�À�oÞQ���o� #�� � � �o�o�¨bc���'ºS� ��� � �y� �Xbc��Â % �¤�o�X¥ � �¨�
� � Áy�:� �ñ� ���/³I´Xb��¤� �¤� �Xbc¥ � ¸§b«�î�¤ X�:� �y�¨� ¸§Â��o�X� �¨� �¤b«��� � �aí- Xb � �	�¤ X� � �����y�X¥ �·� �8���o� #S� � � ���$�¤bc�y�
ºS� � b«� � �¨bc�X�$� % �¤�o�X¥ � �¤�Ü� � Áy��� �ñ� ���%©/´X�¡ »©'� � � �Ù� �rí � ¸ �
D �Ü� � � � �o�/�¤ Xb � 8��  � Ó@bc� � bc� 84bcÂ�´ � � ���£� �6í�� � ���u���î�¨ X� � ���XÂ � ´X���6í�� �  X�y´ � ¥ê�ôó��8���$�

�¤ ��Ü³@´�� � �¨bc���ø© �y� Á � �¨� � �X� � � � �¡ øª�� � � �/²  �� � ��Â �y� b«�¨ X©µb«� � � �·� �	í �y� ´ � �o¥K�¨�ËQ� �  � �	�¨�
� �o��8�y�¨ »8��  � Ó@b«� �¨� bc�E�¨ X� �¤� ©'�%¯°Â�´ � � �
² ´ � �X�$¸C�8� � ºS� � ©'��¥ � �I´X©/8� � �yº%�$ó��8� � bc©'����� � ©µ�@¥Xb«º=¸@b«�XÂê�¤ X�»Xb �·�µ� � � �o�XÂy�¨ kbc� � �

�$ó@�¨� � � �y� í � ¸�� � �X¥ �y�«� �rí-bc��Â��¨ X�%�oÓy� � ´��¨bc���µ�¤� � ¥ � ����í-b«�¨ )�¤ �� � � � � � �o�XÂy�¨ »� � �¤  � I¸)b«� � � � º
# b � � � ��� ���y� ¥�í-bc�	Ò ÞQ���$�+í �y� �y�«� �rí���¥ %ô�+ï ��������� � ´�¥X��¥	�¨  � �}�y���y©µ� �·� ��¥ � Â � b«� � � � �o��� � � � ���
� �X¥ �â� b«�X� �·� bc��� � �o©µ�o���~Xb �y�u� � � ���XÂy�¨ ��Z�¤ X� ���y� ¥�í-bc�2Ò ÞQ���$�w�Q� � ºS� � ©µ�o¥�8�o�Ù�¤� ���w²  Xb � �8��bc��� �
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8+b«Â�´ � � ���£¢�_�²  �� � Óy� �¤� Â��'¯��¤�X� �¨� �wXb �y�%� � � ����Ây�¤ �� � �X¥øXb �y� ��� �¨� �o�o�¨�X� �Ù� �yº � �Q����´ �ñ� �¨bc���
�yº

1000
bc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·�c� �@� � �y�¨�¨��¥ËºS� � Â��o�X� �¨� �¤b«��� �

1
�¤�

10000
�@í-b«�¨ �¨  � �o������b � � � �oÓy� �«���
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�¤���¤ X�µ³@´ �y� b��¹¸ø�yºâ�¤ X�µ� � �¨ �� �¨� Óy� �Ù� ��¥ b«��Xb �y��� � � �o�E�¸ú�¨ X� ���·� ¥�í-b«�öÒÔÞ6�o�o� �,� �/b � �X�·�
¥X�o©µ��� � � �¨� �¤�o¥��¨ X��´XÂ� K�_�¨  � �À�¤ X� ���y� ¥�í-bc��b � �Ë� � �¤ §b � �y���¤b«© �y� ��X´�� � � � � �y� �Çb��-b ��� Â��@�@¥
���X� �
D �� � � � �����) �� � � � �I´X©/8� � �yº � ��� � �@¥X´X�o�¨bc��� � �yº��¨ X�Â �¤� �X  � ���� � bc�X�o¥ I¸ ² ´ � �X�o¸ �

²  X�Ü� � bcÂ�b«� �y� � � �y� � í\� � �:© � ¥X��ºS� � �¤  � ���
p
� �·�¤� ©'�o�¨� � Ó �y� ´X� � �a X�rí��oÓ�� � �~ºS� � �¨ X� �¤� Áy�Ü�yº

� �c�y� b��¹¸B�_í\�/í-b �c� ��� � ¸»� � � � ������ X� � �	�¨ X�/� � �y� � ºS� �
p = 0.5%

�2²  �� � � � �%�yº �¨ X�/¯°Â�´ � � �%�·� �
Ó�� � ¸ � bc©'b �ñ�·���
i6û8è�ë	è�t ÏoprqZè@nwÌ°pZÎ ² ´ � �X�o¸µ�¤� � �¤�o¥Ë�¤ X� � ��X´ � �¤�X� �¨� �yºu�¨ X�2�X X�o�X��©'��� � �y � � � Ó��o¥�b«�)�¤ ��
�$ó��8� � bc©'����� ��ï �E¥�� � b«Q� �¤� �¨� � ¸ � Á·�oí���¥ �¤ X�'¯ �¨� �/Â��o�X� �¨� �¤b«�����¸ �y�¨� bcÂ��Xb«�XÂ �»�¤� ��¥X��© bc���
¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� Â��o�X� �¨� �¤� � í- Xbc�¡ Uº � Ó�� �Ù��ö� � � ���XÂ��b �y�o� ²  ��êXb �y� Â����X� � í\� � �øÂ��o�X� �¨� �¤�o¥ � �
�¤  � �Ü�¤ X� � �Eí �y�'� � � �y � Xb � b«�¹¸K�yº

75%
�¨  � �

0.9 ≤ si ≤ 1
� � � � �� � Xb � b«�¹¸ø�yº

25%
�¨  � �

0.5 ≤ si < 0.9
� � �X¥ � � � �y � Xb � b«�¹¸'�yº

5%
�¨  � �

0 ≤ si < 0.5
�

8+b«Â�´ � � ���±Ö^_ Ò+ó��Q� � b«©µ�o�I� � � � ´ � � ºS� �
p = 0.5

�+²  ��À�8���X´ �ñ� �¨bc���/b �Ô� Á·�oí���¥)�¨�rí �y� ¥ �!� � � ���XÂy� �
Xb �y���
� ��84bcÂ�´ � � ����Ö í��'� � � � �o�'�¨ X� � � � ´ � � � ºS� � �¤ X�:�$ó��8� � bc©'����� �:²  X� � � �y� � � �I´X©/8� � �yº

� �o© �·� Á � �¤  � �-� � �»Q��¥X����� _
���-²  X�Ë�8���X´ �ñ� �¨bc���ö�$Ó��o�I�¨´ �y�«� ¸ � �o�Ù� � �o¥�bc���¤� #�� �X� � ��ó�b«© � �¤� � ¸ % �¤ �� �¤� ©'�E��³I´Xb � b« � b«´X©
� � � �¨���¨  � �âí �y� �� � � � Óy��¥§b«�Ë�¤ X�%¯ �Ù� �À�$ó��8� � b«©µ�o��� �

���-²  X� � Á·�oí���¥êXb �y�â� � � �o�XÂy�¤  �¨� �Zí���¥»¥X�rí-���¨ X��� � � � �¤b«����yºw�¤ X��¯ �¨� �Àbc�X¥Xb�Ó@bc¥X´ �·� í-b«�¨ 
�X�y��ªo� � �Ü¯X�¨�X� �Ù���

��� ¦2�X�o�À�¨ Xb � bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b � � � � � �¤�o¥��I�¤ X� � �Àb �!� b��¨� � ��¥Xb�Þ6� � ������� � ©µ�y�XÂ%�¤ X�-�$ó��8� � bc©'����� �o�
¢X�ÀÑ ´ � bc��Â/�¤ X�2�¨bc©'��ºS� � í- �bc�¡  �y�c� bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c�   � Ó���ªo� � �Ü¯X�¨�X� �Ù� �°Â��o�X�o�¨bc�%¥ � b«º=�\�X´ �  �� �
Xb �y�â� � � �o�XÂy�¤ �¤�rí �y� ¥ �

0.5
�

Ö�� ÕÀº=�¤� � �¤ ���¯ �Ù� �QGKmoGI²dloJML&m'b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y� b � � � � � �¤��¥K�Q�¤ �� � � � �o�XÂy�¨  � �¤b �c� ¥X�o� � � �y� ��¥îºS� ���
� © �y�«� �I´X©/8� � �yº4Â��o�X� �¨� �¤b«��� ���
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²  Xb � �� � � � Ó � �¤b«��� �4�y� �!�$ó��8���$�¤��¥/º � ��© �¨ X� ���·� ¥�í-b«��ÒÔÞQ���$�O� �y�w�À� � � ´ � �4�yº��¤ X�^�� � � � Ó � �¨bc��� �
© � ¥X�%��� ²+�  � � �������
-us_q·x�è@t�$4z��XÏ�Ïop�qÍè@n~Ì°pZÎ ÕÇ���y�¤ X� � �$ó��Q� � b«©µ�o�I��© � ¥X���uí �y� �¨ X�:���X�Ü���y�X��� � �Xb«�XÂ»ºS� � ���o¥
Xb �y��� � � �o�XÂy�¤ � �¨�»' ���$�¤� � bc� ��� ²  X��bc¥�� � í �y� �¤�Ü� � � � �¨� � ¯�ó��o¥»� �¤�»' �o�o�¨� � ¸)���Xb �y�\� � � �o��I¸
R¶gYL@EnmoL@E � �o�¨�¨bc�XÂ�¤ ��'�b �y�%� � � �o�XÂy�¨ ��yº��¤ X�:bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y�c�2�y��� ºS´��X�o�¨bc���K�yº^�¤ X�'Â������ �¤� �¤bc�y�
�I´X©/8� �o�
²  X� ���y� ¥�í-bc� ÒÔÞ6�o�o�µ�$ó�� �c� bc�X�o¥�º � b �Ù� ¸Kí\� �c� �¤ ��»8��  � Ó@b«� � �yºÀ�¤ X�»©µ�@¥X� � � � � � �¨��¥NI¸

² ´ � �X�$¸ �Àï �rí��oÓy� � �6b«� � �o��© � º � b � �¤�)�o��©'� �y� ��b��À�¨� � ��©µ���y�¨ X� � � �¨�»' ���$�¤� � bc� � ºS� � ����¥�´X�8���
�¤ ��»�b �y�Ü� � � �o�XÂy�¨  �ï� � Ây���X� �¤�y� � � �X���^� ���y� ¥�í-bc��b � � �y� Â�� � b«�¨ X©�í-b �«�   � Ó�� �ê� � � ����Ây�¤ N�yº
ª�� � � �!² ´ � ���o¸���y� � b«¥X� �Ù�À� ��©'�%�y�¤ X� � �Q� �Ù� b« � �2� �¤�»' �o�o�¤� � bc� � �¤�'����©'� �y� �2�¤� �

8+b«Â�´ � � ����¬�_!� b �y�â� � � �o�XÂy�¨ »¯�ó��o¥ � �
0.75
�

8+b«Â�´ � � ���±¼^_!� b �y�â� � � ���XÂy�¨ �¯�ó��o¥ � �
0.5
�

� ¸E¥�b � �o�o� � ¸µ© � ��bc�X´ �c� �¤b«�XÂ��¤ X�%Xb �y��� � � �o�XÂy�¨ �� ² ´ � �X�$¸Ë���y©µ� �·� ��¥E�¨ X� ���y� ¥�í-bc�EÒ ÞQ���$�
�¤�

4
�y�¨ X� � � �¤�»' �o�o�¤� � bc� �}_

8+b ó��o¥
0.75
²  Xb � �ôó��8� � bc©'�����%b � � � �y�¨�¨��¥êbc�,8+bcÂ�´ � � ����¬ � � �X¥ �y� �ôó��Q�o�o�¤�o¥Kº � ��© ���y� ¥�í-bc�
ÒÔÞQ���$��ò �â�y� �8���$� � ���¤ Xb � b � �¨ X�Ç�ôó��8� � bc©'�����\í-b��¤ '�¤ X� � ���XÂ�� � í � b���´X���¨b � �¤ X�À¯ �¨� �
b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� í-b«�¨ »�������¹ªo� � �'¯X�¨�X� �Ù� b � ºS��´X�X¥ �
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8+b«Â�´ � � ����¾�_!� b �y�â� � � �o�XÂy�¨ »¯�ó��o¥ � �
0.25
�

8+b«Â�´ � � ���£Û�_�� b �·�À� � � ���XÂy�¨ §b«�X� � � �y� � �Ç� bc�X� �y�¨� ¸)º � ��©
0
bc��¤ X��¯ �¨� �ÇÂy���X� �¤� �¨bc����¤�

1
b«�»�¨ X�

Â��o�X� �¨� �¤b«���
5000
� Õ�º=�¨� � í �y� ¥ � �°�¨ X��Xb �y� b �  X� � ¥����� � � � ��� � �

1
�
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8+b ó��o¥
0.5
¶!� �y�¨�¨��¥»bc�$8+b«Â�´ � � ����¼ �°b��-b ��' ´ � � � ©µb«¥X¥ � �Ç� �y� ��8�o�¹í����o�î�¤ X�%¯ �Ù� � � �X¥��¨ Xb � ¥
� �¤�»' �o�o�¨� � b«� ���

8+b ó��o¥
0.25

8 � ��©i�¤ X� �c�y� ���¤  � ���Ç� �¤�»' �o�o�¨� � b«� � ���¤ Xb � � �¨�»' ���$�¤� � ¸B�I84bcÂ�´ � � ���£¾ �I¯°�X¥ � �¨ X�Ç¯ �Ù� �
�������¹ªo� � ��b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y� º �y� �¨� ���±� � � ¯X� �y� ¯X�¨�X� �Ù� Ó �y� ´��/í-b �c� Q�Ü�¨ X�Üí\� �Ù� ���yº �y�c�
ºS�y´ � � �¨�»' ���$�¤� � bc� �o�

� bc�X� �y� / ü Õ � �¨ Xb � �ôó��Q� � bc©'����� � � � ��©	 � � � ©'� � �-�¨�%�¤ X� ���y� ¥�í-bc�'ÒÔÞ6�o�o�^�¤  � �'�¨ X�-�y�¤ X� �¨� �
b��2b � �$ó��8���o�¨��¥K�¤�Ë��´��¨�Q� � ºS� � © �·�c� �y�¤ X� �¨� �uX´��%í-b �«� 8�Ü��´��¨�Q� � ºS� � ©µ�o¥î�¸î�¤ ��
]dL@��J ���·� ¥�í-b«�Xb � � ��� �-b � � � �y�¨�¨��¥Ëb«�?84bcÂ�´ � � ���£Û��
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d r	�ts h»jf� P

� �t/�� - �uf	��� f v s h?��3 ��wð� h?�ae f

� �ú�¨ X�'� � �$Ó�b«��´ � �\  � ���¨� � í\� � �$Ó�b«�oí���¥ � �I´X©/8� � �yº��ôó��Q� � bc©'����� � �o���X¥X´X�$�¤�o¥öbc�ø�oÓy� � ´^�
�¤b«��� �y� ¸����y©µ�X´�� � �¨bc��� � � � � �¨��¥N�¤�Kbc©'� � �rÓ����´ � ´X��¥X� �Ù� � � �X¥Xbc��Â��yº��¤ X� ���y� ¥�í-bc�NÒÔÞ6�o�o� �
� �ú�¨ Xb � �\  � ���¤� � �4í��'� � �rÓ@bc¥X�' Xb«�I� � �y�Kí- X� � � � �X¥� ��Zí � � �·� Â�� � b«�¨ X© �o��´ � ¥�8�:�¨´ � ����¥
���y� ¥�í-bc��b � ��� � �X¥Â�b�Ó�� � � � ¥ � ��� � �¤bc�y�EºS� � ���y� � � �¤� b«�X��¥�����¨bc©'bcª � �¤b«���µºS� � �¹í\�:í\� �c� �¹ÁI�X�rí-�
�y� Â�� � b��¤ X© ���
²  X�2b«¥X� � Q�o Xbc�X¥ �/���y� ¥�í-bc��b � � �y� Â�� � b��¤ X© b � Ó�� � ¸ � bc©'b �c�y� �¤���¤ X��©µ�o©µ�$�¤b«� �·� Â�� � b«�¨ X©

� �$Ó@bc�oí���¥�b«� ¿ �o�o�¨bc��� ���£¢ �+bc�ø�¤ �� � �o� � �E�¨  � � � � �y� �Xb«�XÂ»b ����� �@� �·� � � �·� �¡  � Õ ���·� ¥�í-b«�Xb � �
�y� Â�� � b��¤ X© b �~� ���$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ �y� Â�� � b��¤ X©Uí-b��¤  � ���$ó@� �¨� ���8� �¨� �¤� � /@�Zí- X� � ��© � bc�%��´ � �8� � �!b �
�¤���8� � ºS� � © ��� � �y� �Xbc��Â � � � Ây���@bc�'© � ��¸/í � ¸ ��� b«©µb �ñ�y� �¤���¨ X� � �@� �y�X� � �y� �¡  � � � Â��À�Q� � ºS� � ©µ�o¥
�¸Ë©'��©'�o�¤b«� �y� Ây� � b��¤ X© ���
²  X� � � �·� ���¹í���© � bc�Ü¥�b«ÞQ� � �o�X��� � Q�$�¹í\�o���E©'��©'�o�¨bc� �y� Â�� � b«�¤ �© �4� �X¥ ���y� ¥�í-bc�Xb � � �y� Â����

� b��¤ X© �}_ ¯ �¨� �-�yº �·�c� �I�¤ �� � �@� �y�Q� � �·� �¡ »bc�Ë©'��©'�o�¤b«� �y� Â�� � b«�¤ �© � b � �8� � ºS� � ©'��¥Ë���Â��o�X�y�¹¸@�Xb«�
� � � �����-í- �b � �»bc�N�¤ X� ���y� ¥�í-bc�Xb � � � �y� ���-b«�µb � �8� � ºS� � ©'��¥Cb«�C�X ����X�y�¹¸@�Xb«� � � � ���F� � �o�����X¥K�
�¤ ��/Â������y�¹¸@�Q�/�·º �¤ X�/b«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y� b � �X�y�Ç�¡  � �XÂy��¥ø�¸��¨ X� � �@� �·�w� � �y� �¡ øbc���¨ X� ���·� ¥�í-b«�Xb � �
�y� Â�� � b��¤ X©�bc���o����� �¨�y� �/�¨�§�¤ ��)©'��©'�o�¤b«� �·� Â�� � b«�¨ X© �o�Ë²  Xb ���ñ�y� �/�8��bc����b � © � b«� � ¸î¥X´X�µ�¨�
�¤ ���b«�I� �¤� �$� � �b � b��¹¸	�·º6�¤ �� � �oÓ�� �¨� �Ç© � �X�Xb«�XÂ%º � ��©g�� X���X�·�¹¸��8���¨�	Â��o�X�y�¹¸@�8�Àí��Ç¥Xb � �o´ �¨� ��¥Eb«�
¿ �o�o�¤b«��� �����������
� �ö�¤ Xb ��� ��� � ��� í��E� � �ú�¤ Xb«�XÁø�yº-©µ�o©µ�$�¤b«� �·� Â�� � b«�¨ X© � �¨�§8� �~� © �·� �¡ÁIb � �Kbc��� � �¤´ � � �

� �/  �y� 8���o� � � � �¤��¥K�Ô X�rí\�$Ó�� � �!�¤  � ���¤ ��E©µ�o©µ� � �o��´ � ¥öQ�o  � Ó��E©'� � � � bcÁy� �§���·� ¥�í-b«�Xb � �
º � �$�¤� � �¨  � � �Ë�~� © �y� �¡ÁIb � �§�����î7 �yÃ?9 �î� �ê�¤ �b � �¨ X� � b � �6 X�rí\�$Ó�� � �wí�� �y� �/�X�y�%b«���¤� � � � �¤��¥øb«�
¥Xb � ��´ �¨� b«�XÂËí- X� � � �y� �¨ Xb � b �%� �o�¨´ �y�«� ¸� � ´X�Ü� � �X�y�}� � �X¥øb �Ç� �oº=�Ç�¤�E�¤ �� � � � ¥X� � �¤�Ë�o��©'�Ü´X�
í-b«�¨  Xb � �rí-�§�o���X� � ´ � bc��� �o�
Õ��E�$Ó�� � ¸ � � � Â���b«�N�¨ X�§�$Ó�� � ´��¤b«��� �y� ¸ �y� Â�� � b��¤ X© í- X� � � �ø� �@� �y�â� � �y� �¡ k� � �C8���8� � �

ºS� � ©µ�o¥���í\�À� � �'© � Á·� �����y� ¥�í-bc��b � � � � �y� �¡  # b � � �+� b«ºS�$�¤bc©'� � � �y� �Xbc��Â%bc�:������� �¤�y� �^�¨��Â����X�$�¤b«�
©'��¥Xb�¯°� � �¤bc�y� %$� 8+bcÂ�´ � � ¢X��� Â�b«Óy� �À�Ü� �¡ X�o© � �¤bc� � ��� � � � �o��� � �¨bc���»�yºw�¤ X� � � �y� ��bc�XÂÜ� � ���o� �Ù���
� � © � ��¸ú����©'� � �$óú�oÓy� � ´��¨bc��� �y� ¸ �y� Â�� � b��¤ X© � �¤ X� � �Eb �Ü� � � � �y� ¥Xb«ÞQ� � ���X�o� � ©µ�y�XÂ§�¤ ��

�X X�o�X�y�¹¸@�8� � �X¥%�¤ X�!Â��o�X�y�¹¸@�Q� ��� �ub � � � ´X��b �y� �¨�-� � Áy�!b«�I�¨� � ���o��´X���u�¤  � � � � �y� �Xb«�XÂ\� � Áy� � � �ñ� �o�
bc���� X���X�·�¹¸���bc� � � � ��� � Õ � �¤ X��´�Â�  � ��©'� � bc©'� � � �/�y� Â�� � b��¤ X© � ¥X���aò �:© � Áy�)�¨ X�Ë¥Xb«ÞQ� � ���X�o�
;s² L&=NEDY�C_>�>VO°@NA#BW@FB`Y.>\Q�L#=FEXL�L#=N>(IJ>VEDA#ONHKO?¥¸Y#=?BD©?I�Q�Y.©?CFY%L�H«L�©:L#>L�=?>�R ©:LZEXL�HKBWO°HJO°>VSDBWIK©:L�HKBWONEGA�M�Y.L#AZEXL#>V¥DHJ>VYV¦C?©:L b >�U�BWONY.H�Q:>VA�H«L�L�B�C_>�EGO�EWQ?Q:HKL#HJBDONEDI_BW@F>VA�EGL#BWAVd
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8+b«Â�´ � � ¢X���B_^¿ �¡ X�o© � �¨bc� � ��� � � � ����� � �¨bc����yº~�¨ X� ���y� ¥�í-bc�Xb � �)b«©µ� � ��©'����� � �¤b«���µºS� �\� � �·� �Xb«�XÂ �
²  X��´X�X�8� �w� �oº=�4bc��¥Xb«Ó@bc¥�´ �y� b � �¨ X�\� � bcÂybc� �y� bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� Q�$ºS� � � � � �y� ��bc�XÂ �~²  X�o��� � �4�¨ X��´��X�Q� �
� b«Â� ����� � �X� � �Ç�¤ ��Kb«�X¥Xb�Ó�b«¥X´ �y�Ç� º=�¤� �� � �·� �Xb«�XÂöí-b«�¨  ©'�@¥Xb«¯°�o¥k¯X�¤��� �¨�§� �X¥SRÍ� � Â������y�¹¸@�Q� �
8+b«� �y�c� ¸B� � ���¨ X�µ8�y�Ù�¤��©$�u�¤ X�'bc�X¥�b«Ó@bc¥X´ �y� �y� b � �¤��Q�'���y©µ� �·� ��¥øí-b«�¨ ú�·�¤ X� � b«�X¥Xb«Ó@b«¥X´ �y�«���
¦2 � � � Óy���¨  � �Àb«� � �o� � bc� � b�� � � � bcÂ�b«� �y� Â����X�y©µ��� � �X¥»��� � ¸)�¤ ���¯��¤�X� �¨� b � �¡  � ��Â���¥ �

8�o�¹í������ê�� X���X�·�¹¸��8� � ��¥îÂ������y�¹¸@�Q���Q� � �¤ ��	���@¥Xb«�XÂ)b �À� � �¨� bcÂ� ��ÙºS� � í �y� ¥K�8í��	©/´ � �Ç� � ¸��´ �
8� � �µ�¤� � � � �¤��¤ X��¥Xb«ÞQ� � ���X�o� �y� � � � �y�¨� ¸ �y� �Q� �¨� b« � �»bc�N� � ¥X� � �¤��8�o�Ù�¤� � b«�I� � �@¥X´X�o���¤ ��
���y� ¥�í-bc��b � �E�o���X�o������bc�Ë�¤ �� �·� Â�� � b«�¨ X© �o�
� º � �I¸ � �o� � � � ����� � �¤b«���øb � 8��b«�XÂE© � ¥X�	�¨�Ë� � � � �¤�/�¨ X�Ü�X X�o�X�y�¹¸@�8���u�¤ Xb �2� �o� � � � �o�I� � �¤b«���

b � �¤�ö8�î´ � ��¥ �y� �¤ X�î �y� b � ºS� �'� � �·� �Xb«�XÂ � ²  �b � ©'bcÂ� ��µQ� � � �¤� b«Â� ��¨ºS� � í �y� ¥kbc�CÂ����X�$�¤b«�
�y� Â�� � b��¤ X© � �8X´����o��´ � ¥K8� � � �¨� �¨  � �ø� � � �y� b«�ø�oÓ�� � ´��¨bc��� �·� ¸ � � �¨� �¤�oÂ�bc� ���b� �ø�¨ X�ÜºS� �c� �rí-bc�XÂ
� �o�o�¨bc���í\��í-b �«� � � ¸E�¨�µb«�I� � �@¥X´X�o���¨ X� � � �y� �Xb«�XÂÜ���8� �¨� �¤� � �¨�'�¹í��'�yº4�¨ X��©µ� � �âí\� �c� �¹ÁI�X�rí-�
�y� Â�� � b��¤ X© � � � �X¥Â�b�Ó��%Â��o�X� �¨�y� b«¥X� �y� �y�í- �� � ��� � � � �I¸E�y�¤ X� �-�y� Ây� � b��¤ X©i8�2� �¤� � � ºS� � ©µ�o¥
bc���¨� �:���·� ¥�í-b«�Xb � � �y� Â�� � b«�¨ X© �

ñ {}z Tyº �c´µ�ª�î¸�� �}��� ë�� ��¸)�¹�Î�î¸
ÒÔÓ�� � ¸:�oÓy� � ´��MUc�y� �y� ¸ �y� Ây� � U��¤ X©   �y�!� �I´X©/8� � �yºQ�oÓy� � ´��MUc�y� �y� ¸����8� �¨� �¤� �Ù�!�y�¨� ���OU � �¨��¥ÜíVU«�¨ U«� �!²  X�	�ôó � �o�À�¹¸��8���yº4�¨ X� � �	���8� �¨� �¤� �¨�À� �X¥�¤ X��� � ¥X� � Uc�í- WU«�¡ »�¨ X�o¸ �y� � � �X� � U«��¥Ë�¤�:�¤ ��
�8���X´ �c� �MU«���XU � í-  � ��¥X�o¯°��� � �¨ X� �y� Ây� � U��¤ X©YU«� � � � º �/²  X� � � � ¥X� ���  X��´ � ¥øQ�Üº � ©ZU � U �y� íVU«�¨ 
�¤ ����o���X�o����� � ¥X�$Ó�� � ���8��¥[Uc� ¿ �o�o�MU«��� � 8�oºS� � �% X� � �Ù�¤��©'��� � �¨� � � � ¥»�¨ WU � �¡  � ���¤� ���
�NU � �¤´ �y�c� ¸/�oÓy� � ¸E�oÓy� � ´��MUc�y� �y� ¸ �y� Â�� � U«�¨ X©g  �·�\� ©	´�� � ��Uc���:���8� �¨� �¤� �\�y�Ù� �@�$U � �¤�o¥ g � ²  WU �

���8� �¨� �¤� � íVU �c�+� � � Ó�� �y� �¨ X�µ �y� U � ºS� � �¨ X� � � �y� �WU«�XÂ���8� �¤� �¤� � U«�K�¨ X� ���y� ¥�íVUc�WU � �îÓ�� �¨� U«���
�yºw�¤ X� �y� Â�� � U��¤ X© �+²  ��� �y� U«�\U«¥X� � U � �¨�:� � � � �¤� �Ü� �@���Ë�yº�jk��]nR�]iEnmoGI²9T¥E|,°J � �@� �y� Ó �y� U � ��Uc��� � �
� � �¡ »��Uc©'�2�¤ X�IUc��¥WU«Ó�Uc¥�´ �y� U �-�y�«� �rí\�o¥Ë�¤� � � �y� � �
²  X� � �¡ X�o©µ���yºw�¤ X� �y� Â�� � U��¤ X©]U �-�y� ºS� �c� �Zí �`_

é/�°È�t~ëµz�n4zS�°n ÊËÈ�Ì_s_qÍzSpZÎw�
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ð^ ��B  äh��å�¾~åC�Z�ÀãS¡ ã¼� á��!å����Çä\á�� ÖyÛ

£ Ñ�Å i = 0 ÍÏ°Ð ÂBÇ°Ñ�Ë,Å�ÑBÛ Þ Â(Ã�Æ�ÅYÂBÉoÃ Ô æoÛ�Â»Å�ÑBÛ�Â�Æ Ô Â Õ^Ô ÃYÉoÅ ÔOÞ Ñ�Å=ÌØ
Pf = O Ë Pi � Û�Æ�Ã�ÒCËMÌçÌÎÍ
FBi

= L Ë Pi � Û�Æ�Ã�Ò�ËMÌ ÌÎÍ
FBf

= L Ë Pf � Û�Æ�Ã�ÒCËMÌ ÌÎÍ
Pi+1 = σ Ë Pi � Pf � FBi � FBf � Û�Æ�Ã�Ò�ËMÌ ÌÎÍ
i = i + 1 Íã

� ���¨ X� �·� Â�� � U«�¨ X©?�aí��E�X�·�¤�:�¤ X�'ºS´X�X�o��Uc���
L
í- WUc�¡  � ��� � � � ����� � �¨ X� � � �y� �WUc��Â � �¤�o���yº��¤ ��

�y� Â�� � U��¤ X© �î� �IU � U«©µ�8� � � � ���Ç�¨��X�y�¤�/�¨  � �%�¨ X� � � � ���$�MU«��� #
Pk+1 = σ(Pi, Pf , FBi

, FBf
)
% U �

�8� � ºS� � ©'��¥�rÓ�� � �¤ �� �¨� ©'�_Uc�X¥WU�Ó�Uc¥X´ �·�c� íVU��¤ Ë�¤ �� � ¥ ' ´ � �¨��¥»¯X�¤�X� �¨� Ó �y� ´X� ���
D �/íVU �c� ´ � �Ü�¨ X� �y� Ây� � U��¤ X©�¥X�$Ó�� � ���8��¥ø�¸ ² ´ � �X�$¸`Uc� ¿ ���$�MUc�y� ���±�������Ý¢�y�%� ©'��¥�� � �¨�

� � � � �¨�î��´ � �rí-� �y� Â�� � U«�¨ X© � Ø§� Uc� � ¸B���¤ X�XU«¥X� � �yº_Uc��� � ´�¥WUc�XÂK�¤ X��WU �·�)� � � �o�XÂy�¤ aU«�C�¤ ��
Â��o�X�y�¹¸@�Q���-X´�� � ��Uc�X¥����8���X¥X�o���Ë� �y� �E�yº_U��µíVU �c� 8�î´ � ��¥ � ²  WU � WU �y�µ� � � ����Ây�¤ CíVU �c� 8�
�¡  � ��Â���¥bUc�U���y�X���o�����¨� Q� � �»¯X�Ë�¤ X� � � �y� �WUc�XÂ��o���X�o�������yº � � �·� �¡ cU«� � �¨� � ¥��yº	© � �¡ WUc�X�
� � �y� ��Uc�XÂ �
D ��íVU �«� ´ � ���¤ X���¤� � © EHG�NM]iEHGK[M]�NM]iL&JMG^��]H� �y�Ç� � � � �y� �yÂ���´ � �¤� ² ´ � �X�$¸Qò � WU �y�À� � � ���XÂ·�¤ Uc�»�¤ X� � �o� � �/�¨  � ��U«�À©'� �y� ´ � � � �¤ ��	� � �� � WU � U��¹¸)�¤  � �Ç�¨ X�dU«�X¥WU�ÓeU«¥X´ �y� © � ¸ËºS� �c� �rífUc� � �MU«�X�o�Uc� � �¤� � ¥N�yº � � �y� �WUc��Â ��²  WU �:� � � �o�XÂy�¨  �)�·� �Â��GU«�XÂî�¤�KQ�gU«�I� � �@¥X´X�o��¥hUc���¤ X�Â��o�X�y�¹¸@�8�iU«�

� í � ¸ö�¨  � � � � � �o©/ � � � �¤ ��[U«��� � �@¥X´X�$�MU«���ö�yºÀ�¤ X�Ë�o����� � � � Ó �y� ´X� �
σi

Uc�ö�¨ X��oÓ�� � ´���Uc��� �·� ¸
� � �¤� �¨��Ây¸ # ¿ �o�o�MU«��� ���£�°%$�
²  X��Â����X� �¤�y� ºS� � © �·º4�¨ X� � � �·� �WU«�XÂÜ���8� �¤� �¤� � U �â� Áy�$�¤�¡ X�o¥XUc�Ë�¨ X���X�$ó@� �y� Ây� � U��¤ X© _

¿!è@��q·nwz�nwÌ |Ü} è@qZ��p�s8q
Ö ÊxÃYæ»ÅÄÂBÉ»Ã £ Ë?Ó�É»ÓxÊYÇBÆ�ÅYÂBÉoÃfj � Û�Ñ^Æ�Ç�Û�ÌØ

F = à�Ñ�æ»ÅIÉ�Ûlk Õ Â?¢�Ñ�É Ö Ë P Ì�m�Í
x = Ý�Ñ�Å)n�Æ�Ã�Ò�É Þeo Æ�Ç»Ê�Ñ�Ë r ÌÎÍÖ É�ÛCË i = 0 ÅIÉ Õ Â?¢�Ñ�É Ö Ë P Ì ÌØ

Â Ö Ë Õ Å^Û�Ñ�Ã�Ý°Å Ð Ë pi Ì�p âtÌ
Fi = q�Æ�Ç�Ò Ï ÂOÃÄÂ�Æ�Ã Ë pi ÌÎÍÑ�Ç Õ Ñ
Fi = f ◦ τ Ë pi ÌÎÍ

x rÜÝ�Ñ�Å)n�Æ�Ã�Ò�É Þeo Æ�Ç»Ê�Ñ�Ë r ÌÎÍã
Û�Ñ�Å°Ê�Û°Ã F Íã

¦2 � � � Óy�À�¨  � �Ô�¨ X�â© � Uc�/� �·� � �yº8�¤ �U � ���8� �¨� �¤� � U � U«�/�¤ X��ºS´��X�o��Uc���Ü� �y�c� ��¥§PSR�T�U�VCEHGIEdR�G �w²  WU �
ºS´X�X�$�MU«��� � �o�¨´ � � � �¤ X� ���y� ¥�íVUc��U � �	¯��¤�X� �¨�^�y�¨� ���OU � �¨��¥Ü�¤�%�¨ X�VUc�X¥WU�Ó�Uc¥X´ �·� �Zí- WUc�¡ ZU � � � �� � ��©
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¥X�o�Q�o�X¥ � ��� �.� �:íVU �c� ´ � ´ �y�c� ¸�8��¨ X� � � � ´ � �µ�yº �K� ��� �y��� � �y� �¡  � ð��y�¨�»�¨  � �:�¤ X�»� � UcÂGU«� �y�Uc��¥WU«Ó�Uc¥�´ �y� U � �X�·�Ç�¡  � �XÂ���¥ �y� �y� � ¸ � �I´X©/8� ��# �¤ �� ���y� ¥�íVUc��U � �Ë¯X�¨�X� �Ù�\% U �Ç�·�¨� �@�$U � �¤�o¥»�¨�U«� � �8� � U«�MU«��� �E²  �� � � � �o�o�MU«����©'�o�¨ X�@¥úíVU �«� ��� � ¸øQ�ZUc���¤� � � � �¤�o¥sUc�ø�¤ WU � �I´X©	Q� � �¤���$U��¤ X� �
� � � �o�o�-�¤ X�IU«�X¥WU«Ó�U«¥X´ �y� � � �X�y� �

ñ {&³ ~��î·`ê"! �`�<�`�|� t ·D�b�î¸��@��º<ì �
�6u`v  WUxw_w�yOz v Ux{ u`| y | Ux}~}��W��{���U~�Wy v  Wy�y�����Z�W}~yOw_{�l���}x� | U u U~� u �}x�G{G�
U v  ���w��WyO�y$}x{G��yO����wv  �y����U u z${ u@v �
U~�W� v U~{ u {� v  WU~w v  �y$w�Uxw$� D y | U~}x}��WyO� u y v  �yN}~y$�� u U u �\{G��yO�M� v {G��w h �Ww
y$����� u �| U~}x}�z${��������y v  WyZ��yOw��W} v w | U v   v  Wy u { ue� ���}~� | U u U~� u �GyO��w�Ux{ u {�� v  Wy�w���Zy���}~�G{G�
U v  W� v {�W}~�z$y v  Wy$��U u@v {g� u J�H}��R�T¥²9L@E��o�^]NZw v � v y�d�â Wy�����M����y v y$�
w_{� v  Wy���}~�G{G�
U v  W��w | U~}x}���y�w�y vv { v  �y[w���Zyg���}x�Wy$wZ� u � | y | Ux}~}��
y$��{G� v � u �W�<��y$�Z{��w v � v U~w v U~z$�} ���}x�Wy$w�{��GyO�

30
�
� u w�¡{G��yO�y$��¢Q����{G�W}xy$� v {£��yiw
{G}x�y$����¤ u y¥��z¡ �z¥��w�y� v  Wyi�}~�G{��U v  W� | �wZ}~y�� v�v {¦��� u � u@v U~}

350000
y����}~��� v U~{ u w�{� v  WyI� v�u y$w
w��¡� u z v Ux{ ug| yO��y\��yO�
�¡{G�
��yO�����â WU~wVU~wV��z$z${����� u z$y v { v  Wyy��e��y$�
U~�Zy u@v w§�¨���WyV�)¢Z©V� u ����w�w
{ u 7«ª¬ 9 U uZv  Wy�wM��ZyV��y u z¡ W�����®S�E�â WUxw | �wl�W{ u y v {d�}~}x{ |�izO{G�Z�����Uxw�{ u ��y v6| yOy usv  �U~w\��y$w
�W} v w<� u � v  W{w�y¨{� v �U u y$�£�@¢� WUx�i�"�â �y¯��yOw v ® u { |Vu {�{G� v U~���}>w
{G}~� v U~{ u w v { v  WyI��y u z¡ W�����®¨�¡� u z v U~{ u w���
y_U u ����W}~y ¢ �xªG�

8�� u z v U~{ u ° � v U~�<���±® u { |Vu ���²�WR��ZU u
g01 −15 ³ U u U~�ZU~´Oy
g02 0.803619 ³ ���Ux��Ux´$y
g03 1 ³ �²�eU~�ZU~´Oy
g04 −30665.539 ³ U u Ux��Ux´$y
g05 5126.4981 ³ U u Ux��Ux´$y
g06 −6961.81388 ³ U u U~�ZU~´$y
g07 24.3062091 ³ U u Ux��Ux´$y
g08 0.095825 ³ U u Ux��Ux´$y
g09 680.6300573 ³ U u Ux��Ux´$y
g10 7049.3307 ³ U u Ux��Ux´$y
g11 0.75 ³ U u U~�ZU~´Oy
g12 1 ³ �²�eU~�ZU~´Oy
g13 0.0539498 ³ U u Ux��Ux´$y
i1 1.724852309 ³ U u Ux��Ux´$y
i2 6059.71434795 ³ U u U~�ZU~´$y
i3 0.012665 ³ U u U~�ZU~´Oy

����W}~y ¢ �xª _ �â WyV® u { |Vu {G�µ��y$��{G� v y$�Z{G� v U~�<���¶���}x�Wy$w��¡{G� v  Wy v yOw v �¡� u z v Ux{ u w$���â WyVz${G}x�W� u
j¶RO®O·YjkEHG v yO}~}~w |  Wy v  WyO� v  Wy��W��{�W}~yO�¸U~w<�[�¨���Ux��Ux´¥� v U~{ u {�<�i�ZU u U~�ZU~´¥� v U~{ u¹v {X��y v
v yO�U u@v y$������y vVv  WyI��y$w
�W} v w$�
��²´O1@NEGA#L#H�U�©NIJEDAV¦XL�=?>�HJR�@NIK>VR�>VO`L�EXL�HKBWOPBG§_L#=?>µº¨uXw¼»¾½�xÑnNx~uGn
§ª©?ONUsL�HKBWOPL#B�UVEGI�U�©?I�EXL�>¬L�=?>�¿EGI�Q b HJO?H�EGO°å?L#O?>\Y#YBG§�HJONQ:HJS`H�Q:©NEDIJYVd



ð^ ½¼� �� �Z¾���� ¡ ÀS¡9�NÀy�Z¾ �\Á���¡$Âh� ¢XÃ Ä�ª
�â Wy v yOw v �¡� u z v U~{ u wg���y`{��dzO{ u w v �M��U u yO�Å{� v Ux��Ux´¥� v U~{ u ��� u � v  Wy�¢az¥� u ��yX�¡{G� u �ÆU uv  �y���W��y u �WU«����Ç�{G�_�"�Wy v �U~}xy$�`yB����}È� u � v U~{ u { u`v  Wy<�¡� u z v U~{ u wO� v  Wy��
y¥��WyO�_w¨ W{�W}~�Éz¡ WyOz¾®

7«ª¬e��ª�Ê 9 �
Ë óZ��ó£ò �èû�	:þ��ü:÷ ü:û�÷ ýë�ö�	���ù�ü:ö�÷ ûCú!ì ø°ù^ú�û)ù�ý�6�ì
�â WyXzO}È�w
w�Uxz¥�}VyO�{G}~� v U~{ u ��
¢Ìw v ��� v yO�¢

ES(µ, λ)
| U v  �w
y$}x� � ����� v � v U~{ u ��������y v yO��w¹Í

σi Î ���y���U~y | y$�gU u"Ï yOz v Ux{ ugÐ �/Ê�� | U v  "� v yOz¡  u UxÑ���yN{�:����}~y$w | U v   v { v �}�w��W�Ò{����U~{}È� v U~{ u w�w
y$y u U uÏ yOz v Ux{ u ªG�/Ê�� Ð � Ð1| U~}x}>��yI�Ww�yO����â Wy\�Gy u { v ¢e��y | U~}x}���yI���W�G�Zy u@v yO� | U v   v  Wy_���}x�Wy$wV{��w v ��y u � v  ���w
{ v  �� v U vÓ| U~}~}���y
p = (x1, x2, . . . , xl; σ1, σ2, . . . , σl; s1, s2, . . . , sl)

|  WyO��y
0 ≤ si ≤ 1

�¡{G��y��GyO�
¢
1 ≤ i ≤ l

�Ô� u � v  Wy�¢X�
y$�W�
y$w�y u@v_v  Wy<w v �
y u � v  `{��U u w v U u z v U uv  �y�{G��Õ
yOz v Ux�Gy
i
�µÖ£y | Ux}~}��Ww
y

~x = (x1, x2, . . . , xl)
v {1�Wy u { v y v  �y�{G��Õ
yOz v Ux�Gy���{� v Ux{ u {� v  �y�Gy u { v ¢���y��

~σ = (σ1, σ2, . . . , σl)
v {g�Wy u { v y v  Wy�zO{ u@v ��{}E��{G� v Ux{ u �:� u �

~s = (s1, s2, . . . , sl)v {��Wy u { v y v  WyIw v ��y u � v  i��{G� v Ux{ u ��â WU~w u y | y��G{G}x� v Ux{ u w v �M� v y$�¢ | U~}x}>��y_z${G�Z����
y$� | U v   v  Wy_w v �M� v y$��¢¯�WUxw�z$��w�w�yO�¹U u[Ï y$z �v Ux{ u¨Ð �¼Êe� ¢ �e� u ��U v�| U~}x}° ��¥�Gy v  Wy�wM��Zy��W��M��Zy v y$�§w�y v�v U u �W�)y��ezOy$� v �¡{� v  Wy����W�Wy$�¨w v �
y u � v  ��{G� v U~{ u ��â Wy1Ux�Wy¥����y� WU u � v  WyI}~y$�� u U u ��{G��y$�M� v {G�VU~w v {��Ww
y v  Wy\wM��ZyI}~{�z¥�}�w
y¥��
z¡ XU u@v ��{��W�Wz$yO��@¢ v  Wy
σ × wgU uav  �y¦}xy¥�� u U u �sw v yO���Ò�â WU~wgU~w v {Q�¥�{GU~� v  Wy¦�����y$��M� u z$yÉ{�d� uWu yOz$y$w
wM���¢�������Zy v yO��wÓU ugv  Wy\�}~�{G��U v  W�[��â Wy�z$�
{Gw�w
{�y$��{G��y$�M� v {G����w�y$�\U u�v  Wy�{G��Õ
yOz v Ux�Gy����}x�Wy$w | Ux}~}²��yEU u@v y$�
��yO�WUÈ� v y � �Gy u y$�M��}~U~´Oy$���|  WUx}~yVU u�v  �y�zO{ u@v ��{}S���}x�Wy$w§� u �¨w v ��y u � v  �w | Ux}~}W��y���U~w�zO��y v y1Í&w�yOy Ï yOz v U~{ u¨Ð �/Ê��¼Ê Î �µ�â �y��<� �v � v U~{ u¦| Ux}~}E��y¨�w\�Ww
���}��¡{G� v  Wy�w�y$}Ø� � ��W�� v UØ�Gy�yO�{G}~� v U~{ u ��
¢Éw v ��� v yO�¢`�¡{G�\{G��Õ
y$z v UØ�Gy¯� u �z${ u)v ��{G}����}x�Wy$wO��� u � v  �y\w v �
y u � v   | Ux}~}���yI�<� v � v yO�[�wÓ�¡{G}~}x{ | w

sm
i = max{0,min{si + Ù {G�����}

(0, 1), 1}}
UÚ�Ûy� v  WyÉw v ��y u � v   | Ux}~}���y¦��W�WyO�c�Üw v � u ������ u {G�
�¨��}����}~��y��zO��{G����yO� v {

[0, 1]
�Ý�â Wy�¡� u z v Ux{ u

ρ(x) =

n
∑

i=1

g+
i (x) +

m
∑

i=1

h+
j (x)

��yO�W��yOw�y u)v w v  Wy v { v �}�w����Þ{���eUx{G}È� v U~{ u w {�
x ∈ S

� | U v  [�}x} v  �y | y$Ux��  v wVy$Ñ)����} v {
1
�¤ u {G�
�Wy$� v {dz¥�}xz$�W}~� v y v  Wy����}x� | U u UÈ� u � vMu y$w�wl���}~�WyV{�:� u U u �WUx��U~�����}Ú� | y | Ux}~}��Ww
y v  �y�¡{G}x}~{ | U u �<�}~�G{��U v  W�

ß<à�á&â:ã�ä&å�ä¡à�åÌJ�æå:ç�è¥è
~xB r ~x ÍÖ É�ÛCË i = 1 ÅIÉ l Ì

Â Ö Ë si < Û�Æ�Ã�ÒCËMÌ ÌØ
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~x− = ~xB − (0, 0, . . . , σi, . . . , 0) öÉ÷)÷Gøùcù@úWû i ü�ù@úcýSþ�ÿ���ù��Gþ����
~x+ = ~xB +(0, 0, . . . , σi, . . . , 0) öÉ÷)÷Gøùcù@úWû i ü�ù@úcýSþ�ÿ���ù��Gþ����
~xB = arg min{ρ ◦ τ(~xB), ρ ◦ τ(~x−), ρ ◦ τ(~x+)} ö�

ÿûù��	�ù
�Wû�ÿ)ÿ�� ~x  f ◦ τ(~xB) �:ö
� w | y�z$� u {G�Ww�yO�
�y� v  �y�}~y¥��� u U u �¨z$� uXv �®�y��W}È��z$y<U u yO�y$�
¢¹{G��Õ
yOz v UØ�Gy<���}x�Wy��{��U u¹u { u y��¤ v �}x}���y$��y u �WwV{ u�v  WyN���}x�Wy$w�{�� v  Wy_}xy¥�� u U u �dw v ��y u � v  �����y$��y��WU u z${ u@v ���w vÓv {<���W� u y�¢G� | y��
y u { v U u@v y$��yOw v y$�[U u¯v  �y\y��G{G}x� v Ux{ u ���¢¨����{�z$y$w
w����>yOz v U u � v  �y_w v �
y u � v  WwO��{G� |  Wy v  Wy$� v  �yw v ��y u � v  �w:�¡{}~}~{ |`v  WyE��� v  \����y$��U~z v y$�\�@¢ v  �yl� �}~� | U u�� �>yOz v��v  �� v U~wÔ}xyO� v �¡{G���Ó�¡� v �W�
y | {G�
®S�¤ u w v y¥��� | y���
y1U u)v y$�
y$w v y$�ÉU u[|  Wy v  Wy$� v  WU~w����}x� | U u U~� u }~y¥��� u U u �¯�Ux�Ww v  Wy<{G� v U~�ZU~´$� v Ux{ u�W�
{ezOy$w�w�{G� u { v �

Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v ª ¢ �����������Ê ª��e�/Ä ¢ Ê ¢ Ä��

| {G��w v ª Ð ����� ¢ �G¬ Ð ª�Ê���� Ð �����Ê��y$� u ª ¢ ��� Ð·¢)Ð ��� ª��e������� Ð·¢ Ê�ª��yO�WUÈ� u ª ¢ �����������G¬ ª��e� Ð �GÄ@¬ Ð ������U~� u zOy �����Ä ¢�¢ ÄG¬ ��� ¢ � ¢ �@¬�Äw v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u ���¼¬��eª�Ê�ª � ���/ÄGÊGÄ Ð ���
! �¡y¥�w
U~�W}xy$w Ê�� Ð ª�"
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ � Ð$# ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g01

Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v ��� ¢ �GÊ���ª%� ��� ¢ ª�ÄGÄ����| {G��w v ��� Ð �
� ¢ �G¬ ��� Ð � ¢ � ¢@Ð��y$� u ���/ÊGÄ��GÊ�� ¢ ���/Ê
����� ¢ ¬��yO�WUÈ� u ���/ÊGÄGÄ����eª ���¼ÊÄ�ª%�@¬�� Ð�����U~� u zOy Ä������GÊ�� �µ�ý¢ ��������ª%�
� Ðw v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u ����� Ð �Ä
��� �����GÊ Ð·¢�¢ �

! �¡y¥�w
U~�W}xy$w Ê�� ª�Ê�"
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ �/Ê # ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g02

�â WyI��yOw��W} v wÓ�¡{G� v  Wy_��y u z¡ W�����®��¡� u z v U~{ u wV���y_w
�W������
U~´$yO�"U u ����W}xy$w ¢ � Ð%&@¢ �Øª ¢ �µ�â Wy��yOw��W} v wÓ�¡{G� v  WyIy u �GU u y$yO��U u ���W��{G��}~y$�ZwÓ��
yIU u �µ���W}~yOw ¢ �xª%� &@¢ �Øª¬e�¤ v Uxw_U~�Z��{� v � u)v_v {iyB�e�W}È�U u`v  Wy���W������y u@v }x¢`}x{ | y$� u �W�<��y$�\{� v ����y��¡y$�w�Ux�W}~y�w
{G}~� v U~{ u�¡{G� u �`�)¢ v  Wy���}~�G{G�
U v  W��wO�NÇµUx��w v {�l�}x}Ú� |  Wy u`v  �y��W��{G��}~y$�Ú ���w_y$Ñ)���}xU v ¢iz${ u w v ���U u@v wO��U vU~wIUx����{Gw�w
U~�W}xy�Ô�W��y v {i�g�WU~w
z$��y v Ux´¥� v U~{ u y$�
��{G�O� v {¹�z¡ �U~yO�y v  Wy¨��z v �W�}Ey$Ñ)���}xU v ¢�¯¤ u w v y¥��>�yO�y$��¢¨w
{G}~� v U~{ u U~w
ε
� �¡y¥�w
U~�W}xy� | U v  ¯� u

ε ∼ 10−5 �EÇ�{G� v  Wy���y$w v {� v  Wy��W��{G��}~y$�Zw$� v  Wy�w v � v �Ww
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Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v ���������@¬���� ªG����� Ð �����| {G��w v �����GÄGÊ�� ¢ Ê ���������@¬�Ê

��y$� u �������GÄGÄ���� ªG�������GÄ ¢ ���yO�WUÈ� u ���������@¬���Ê ªG��������ª���Ä�����U~� u zOy ¢ �xª ¢�¢�¢ � �µ� � ªG�¼Ê ¢ �GÊ�� �µ� Äw v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u �������GÄ ¢ Ê�� ��������ªGª�Ä
���
! �¡y¥�w
U~�W}xy$w � �
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ � ¢)# ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g03

Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v � Ê��
�¬Ê��/Ä����
�ÊG¬ � Ê��GÄ�� ¢ ����ª%� ¢ ��Ä| {G��w v � Ê�� Ð ����� ¢ Ä�� Ð �Ä � Ê��GÊÄ ¢ ��� ÐGÐGÐ ¬����y$� u � Ê�� ¢ ª ¢ ����� ¢�¢ �G¬ � Ê��
���GÊ��Øª Ð ����ªª��yO�WUÈ� u � Ê�� ¢ ª�Ê��¼¬����G¬��Ä � Ê��GÄÄGÊ��Øª%���GÊ��eª�����U~� u zOy � ÊGÊ@¬ Ð �xª%�����GÊ�� �G¬��
�e���@¬ Ð ¬¬��w v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u �������@¬��GÊ��eª �GÊ��¼¬Ê Ð ���Ä

! �¡y¥�w
U~�W}xy$w Ê�� ª�"
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ ��� # ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g04

Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v �eª Ð Ä����������
� �eª Ð Ä����eª%���
�

| {G��w v � Ð �
�e��� Ð ¬���� � Ð ÄGÊ������@¬¬G¬��y$� u �eª%��ªG�Øª%�@¬�Ä Ð �eª¬G¬e�/ÊGÊ ¢ Ê Ð��yO�WUÈ� u �eª%�GÄ��/Ä ¢ ��� Ð �eª�Ä����¼¬��GÊG¬G¬
�����U~� u zOy ª¬��GÄ��/Ê�� Ð ª¬ ª Ð·¢ ªG���
���G¬w v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u ¢ ªG�/Ê����GÊ�� Ê
�e� Ð·¢ ª ¢ �

! �¡y¥�w
U~�W}xy$w � �
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ �/Ä # ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g05
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Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v � Ä��Ä�ªG����ª�Ê�� Ð � Ä��GÄeªG���eª�Ä�ª¬��| {G��w v � ª Ð �GÄ��Øª%�����@¬ � Ä��GÄeªG���eª�ÊGÊ��GÊ��y$� u � Ä
�¬Ä���� ¢ ���
� � Ä��GÄeªG���eª�Ê��GÊ ¢��yO�WUÈ� u � Ä��Ä�ªG� Ð ª%�@¬ ¢ � Ä��GÄeªG���eª�Ê@¬Ä@¬�����U~� u zOy Ð � ¢ Ä
�G¬eªG�/ÊGÄ
��Ê
�eª Ð �¼ÊÄ Ð ÊGÊ �µ� ¬w v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u ª ¢ Ê�������� ¢@Ð ¬ ¢ ���Ä��GÊ�� �µ�ý¢

! �¡y¥�w
U~�W}xy$w Ê�� ª�Ê�"
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ �¼¬ # ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g06

Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v Ð·¢ ���@¬Ä��@¬�� Ð·¢ ����� ¢ �GÄ��| {G��w v Ð ������� Ð � ¢ � Ð ����� ¢ �GÄGÊÄ��y$� u Ð Ä��Øª%�GÄ�ª Ð � Ð �e�/Ä
� ¢�¢ �����yO�WUÈ� u Ð �e��� Ð·¢ ª ¢y¢ Ð �e�Øª�ÄGÊGÄ
�¬�����U~� u zOy �����GÄGÄGÊ@¬�� ªG� Ð ÊGÊ �µ� ¬w v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u �����GÊ��@¬���� ªG�ØªGª%�GÄGÄ��

! �¡y¥�w
U~�W}xy$w Ê�� ª ¢ "
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ ��� # ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
g07

Ï)v � v U~w v U~z����}x�Wy Ù {G�����}
ES(µ+ λ)

����}~� | U u UÈ� u
ES(µ+ λ)��yOw v �������
��� Ð � �������
��� Ð �

| {G��w v ������� ¢ ����� ������ª�ÊGÄGÊG¬��y$� u �����GÄ�� Ð �eª �����
���@¬eª ���yO�WUÈ� u �������
��� Ð � �����GÄ
�eª ¢ Ê�����U~� u zOy ��������ªGª%��� ��������ªGª%���w v � u �������[�WyO��UÈ� v U~{ u �����GÊ ¢�¢ Êeª �����GÊ ¢�¢ ¬��
! �¡y¥�w
U~�W}xy$w Ê�� Ê��
!
ε
� �¡y$�w�Ux�W}~yOw Ê�� Ê��

�µ���}~y ¢ ��� # ©Vy$w���} v wÓ�¡{G���¡� u z v U~{ u
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�srutBrMv[rTw�tBruxBruyXzPz�ú�rMz6rux�z|{%ru}�~�x�r�}�zB���u���Pw���tBr;z�ú�r���������tzá�z�ú��Pxåá�y�z:ú)á"x�z:ú�r�xzá"x���� ú�r
{Hr�y��hú��P��t�����~�y���z�á"��y�x

g01
z6�
g12

v[rutBr�w�~�z�z6����ruz�ú�r�tf{<�h�<á��hú ���"r�vrá"�u�G��y�}3�s���?á"r�������y�}
��t�r?}�r�xB�ut:á�{%ru}×á"y ÷���� ø��[� ú�r���~�y���z�á"��y

g13
v[��x�w�tB��wH��x�r�}T{X���(~�y ��tBxBx���yY��y�}�`����âá"y ÷��7  ø��

� ú�rYruy���á�y�r�rut:á"y��3w�t���{���r���x
i1
�
i2

��y�}
i3

��t�rT}�r�xB�ut:á�{%ru} á"y ÷¢¡7¡7¡ ø�� � y���z�ú�rut|w�t���w%��xBr�}
r�y���á"y�rur�tzá"y���£Ez�ú���~���ú<z�zB�¤{%r¦¥�r�t��Mú���tB}�§¨w�tB��{���r���x��Iú�rutBrMtBr���r�tBt�r�}���x

c01
z6�

c08
�Av�r�tBr

w�t���w%��xBr�}�{<���Tru��~�tB�3��y�} Ã �*r����"�½á�y ÷ �fø���©1y����h����t_z:ú�rMx6����r����
�u���Pw��"ruzBr�y�ruxBxu�[�����[z�ú�r
��~�y���z�á���y�x(��t�r?t�r�w�t���}�~���ru}×ú�rutBr��

� �
g01�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = 5
4
∑

i=1

xi − 5
4
∑

i=1

x2
i −

13
∑

i=5

xi

x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = 2x1 + 2x2 + x10 + x11 − 10 ≤ 0

g2(~x) = 2x1 + 2x3 + x10 + x12 − 10 ≤ 0

g3(~x) = 2x2 + 2x3 + x11 + x12 − 10 ≤ 0

g4(~x) = −8x1 + x10 ≤ 0

g5(~x) = −8x2 + x11 ≤ 0

g6(~x) = −8x3 + x12 ≤ 0

g7(~x) = −2x4 − x5 + x10 ≤ 0

g8(~x) = −2x6 − x7 + x11 ≤ 0

g9(~x) = −2x8 − x9 + x12 ≤ 0

vrú�rutBr�z�ú�r?{H��~�y�}�xs��t�r
0 ≤ xi ≤ 1

£
i = 1, 2, . . . , 9

§/�
0 ≤ xi ≤ 100

£
i = 10, 11, 12

§
��y�}

0 ≤ x13 ≤ 1
��� ú�r8���"��{ ���+�âá"y)á��_~��öá"x(��z

~x∗ = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 3, 3, 1)vrú�rutBr?x:á�«;����y�x�zBt6��á�yXzBx���tBr?����z�á�¥�r�£
g1, g2, g3, g7, g8

��y�}
g9
§/����y�}

f(~x∗) = −15
�

¬ �
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 �
g02���7«>á��Ûá���r #

f(~x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∑n
i=1 cos4(xi) − 2

∏n
i=1 cos2(xi)

√

∑n
i=1 ix

2
i

∣

∣

∣

∣

∣

x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = 0.75 −
n
∏

i=1

xi ≤ 0

g2(~x) =
n
∑

i=1

xi − 7.5n ≤ 0

vrú�rutBr
n = 20

�+z�ú�r�{H��~�y�}�xf��t�r
0 ≤ xi ≤ 10

£
i = 1, 2, . . . , n

§���� ú�r�������{ ���I�âá"y)á�µ
�_~�� á"x(~�y��Xy���v(y&�Hz�ú�r8{%rux�z�����~�y�}Yt�r�wH��t�zBr�}Tw�tBr�¥$á���~�x����±á"x

f(~x) = 0.803619
��vrá¶z�ú

~x∗ =
£
3.171456

�
3.175499

�
3.121430

�
3.065424

�
3.024695

�
2.985945

�
2.956863

�
2.880306

�
0.506161

�
0.509743

�
0.486445

�
0.481882

�
0.487077

�
0.459685

�
0.467321

�
0.445682

�
0.439956

�
0.444745

�
0.431957

�
0.424569

§�vrá¶z�ú_z�ú�r·����y�x�z6tB��á"y<z
g02

{%r?á"y��
�u�"��x�r1z6�P���uz:á�¥�r��

� �
g03���7«>á��Ûá���r #

f(~x) = (
√
n)n

n
∏

i=1

xi

x�~�{*ª�r���zszB� #

h1(~x) =

n
∑

i=1

x2
i − 1 = 0

vrú�rutBr
n = 10

��y�}ez:ú�rM{%��~�y�}�xG��t�r
0 ≤ xi ≤ 1

£
i = 1, 2, . . . , n

§��3� ú�rM���"��{����
�P��«$á"�_~�� á�x(��z

x∗i = 1/
√
n
£
i = 1, 2, . . . , n

§·vrú�r�tBr
f(~x∗) = 1

�
� �
g04�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = 5.3578547x2
3 + 0.8356891x1x5 + 37.293239x1 − 40792.141

x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = 85.334407 + 0.0056858x2x5 + 0.0006262x1x4

−0.0022053x3x5 − 92 ≤ 0

g2(~x) = −85.334407 − 0.0056858x2x5 − 0.0006262x1x4

+0.0022053x3x5 ≤ 0

g3(~x) = 80.51249 + 0.0071317x2x5 + 0.0029955x1x2



¬ �

+0.0021813x2
3 − 110 ≤ 0

g4(~x) = −80.51249 − 0.0071317x2x5 − 0.0029955x1x2

−0.0021813x2
3 + 90 ≤ 0

g5(~x) = 9.300961 + 0.0047026x3x5 + 0.0012547x1x3

+0.0019085x3x4 − 25 ≤ 0

g6(~x) = −9.300961 − 0.0047026x3x5 − 0.0012547x1x3

−0.0019085x3x4 + 20 ≤ 0vrú�rutBr¸z�ú�r¸{%��~�y�}�xM��t�r
78 ≤ x1 ≤ 102

�
33 ≤ x2 ≤ 45

�s��y�}
27 ≤ xi ≤ 45£

i = 3, 4, 5
§��1� ú�r_{%rux�z�x����"~�z:á"��y<á"x

~x∗ = (78, 33, 29.995256, 45, 36.775813)
vrú�rutBr

f(~x∗) = −30665.539
�\�>v[������y�x�z6tB��á"y<zBxs��tBr�����z�á�¥�rP£

g1
��y�}

g6
§��

���
g05�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = 3x1 + 0.000001x3
1 + 2x2 + (0.000002/3)x3

2x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = −x4 + x3 − 0.55 ≤ 0

g2(~x) = −x3 + x4 − 0.55 ≤ 0

h3(~x) = 1000 sin(−x3 − 0.25) + 1000 sin(−x4 − 0.25) + 894.8 − x1 = 0

h4(~x) = 1000 sin(x3 − 0.25) + 1000 sin(x3 − x4 − 0.25) + 894.8 − x2 = 0

h5(~x) = 1000 sin(x4 − 0.25) + 1000 sin(x4 − x3 − 0.25) + 1294.8 = 0vrú�rutBr;z�ú�r�{H��~�y�}�x���tBr
0 ≤ x1 ≤ 1200

�
0 ≤ x2 ≤ 1200

� −0.55 ≤ x3 ≤ 0.55
�

��y�} −0.55 ≤ x4 ≤ 0.55
��� ú�r8{%rux�z1�Xy���v(yYx����"~�z�á"��y<á�x

~x∗ =
£
679.9453

�
1026.067

�
0.118876

� −0.396234
§�vrú�r�t�r�zZv��¨�u��y�x�zBt6��á�y<z6x���tBr�����z�á¶¥�r¨£

g1
��y�}

g6
§/�*��y�}

f(~x∗) =
5126.4981

�
¹ �
g06�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = (x1 − 10)3 + (x2 − 20)3

x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = −(x1 − 5)2 − (x2 − 5)2 + 100 ≤ 0

g2(~x) = −(x1 − 6)2 + (x2 − 5)2 − 82.81 ≤ 0vrú�rutBr¤z�ú�rh{H��~�y�}�xT��t�r
13 ≤ x1 ≤ 100

��y�}
0 ≤ x2 ≤ 100

�º� ú�rh��w�z:á"�_~��
x����"~�z:á"��y�á�x

~x∗ = (14.095, 0.84296)
vrú�rutBr�{%��z:ú8�u��y�x»z6t6��á"y<z6xI��t�r����uz�á¶¥�r�����y�}

f(~x∗) =
−6961.81388

�
  �
g07�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = x2

1 + x2
2 + x1x2 − 14x1 − 16x2 + (x3 − 10)2 + 4(x4 − 5)2 + (x5 − 3)2

+2(x6 − 1)2 + 5x2
7 + 7(x8 − 11)2 + 2(x9 − 10)2 + (x10 − 7)2 + 45
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x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = −105 + 4x1 + 5x2 − 3x7 + 9x8 ≤ 0

g2(~x) = 10x1 − 8x2 − 17x7 + 2x8 ≤ 0

g3(~x) = −8x1 + 2x2 + 5x9 − 2x10 − 12 ≤ 0

g4(~x) = 3(x1 − 2)2 + 4(x2 − 3)2 + 2x2
3 − 7x4 − 120 ≤ 0

g5(~x) = 5x2
1 + 8x2 + (x3 − 6)2 − 2x4 − 40 ≤ 0

g6(~x) = x2
1 + 2(x2 − 2)2 − 2x1x2 + 14x5 − 6x6 ≤ 0

g7(~x) = 0.5(x1 − 8)2 + 2(x2 − 4)2 + 3x2
5 − x6 − 30 ≤ 0

g8(~x) = −3x1 + 6x2 + 12(x9 − 8)2 − 7x10 ≤ 0

vrú�rutBr?z�ú�r8{%��~�y�}�xs��tBr −10 ≤ xi ≤ 10
£
i = 1, 2, . . . , 10

§/��� ú�r¨��w�z�á"�¨~��¼xB���"~�z:á"��y
á�x
~x∗ =

£
2.171996

�
2.363683

�
8.773926

�
5.095984

�
0.9906548

�
1.430574

�
1.321644

�
9.828726

�
8.280092

�
8.375927

§svrú�r�t�rPxzá¶«¤�u��y�x�zBt6��á�y<z6x?��tBrG���uz�á¶¥�r�£
g1, g2, g3, g4, g5��y�}

g6
§�����y�}

f(~x∗) = 24.3062091
�

¬ �
g08�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) =
sin3(2πx1) sin(2πx2)

x3
1(x1 + x2)x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = x2
1 − x2 + 1 ≤ 0

g2(~x) = 1 − x1 + (x2 − 4)2 ≤ 0

vrú�rutBr�z�ú�rT{%��~�y�}�x¦��tBr
0 ≤ x1 ≤ 10

��y�}
0 ≤ x2 ≤ 10

�5� ú�r���w�z:á"�_~�� á"x���z
~x∗ = (1.2279713, 4.2453733)

vrú�r�tBr
f(~x∗) = 0.095825

�
���
g09�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = (x1 − 10)2 + 5(x2 − 12)2 + x4
3 + 3(x4 − 11)2

+10x6
5 + 7x2

6 + x4
7 − 4x6x7 − 10x6 − 8x7

x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = −127 + 2x2

1 + 3x4
2 + x3 + 4x2

4 + 5x5 ≤ 0

g2(~x) = −282 + 7x1 + 3x2 + 10x2
3 + x4 − x5 ≤ 0

g3(~x) = −196 + 23x1 + x2
2 + 6x2

6 − 8x7 ≤ 0

g4(~x) = 4x2
1 + x2

2 − 3x1x2 + 2x2
3 + 5x6 − 11x7 ≤ 0

vrú�rutBr�z�ú�r_{%��~�y�}�x?��t�r −10 ≤ xi ≤ 10
£
i = 1, 2, . . . , 7

§��?� ú�r���w�z:á"�_~��½xB���"~�z:á"��y
á�xP��z

~x∗ =
£
2.330499

�
1.951372

� −0.4775414
�
4.365726

� −0.6244870
�
1.038131

�
1.594227

§�vrú�r�tBr�zZv��(����y�x»z6tB��á"y<z6x>��tBrA����z�á�¥�r�£
g1

��y�}
g4
§��7��y�}

f(~x∗) = 680.6300573
�
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g10�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = x1 + x2 + x3x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = −1 + 0.0025(x4 + x6) ≤ 0

g2(~x) = −1 + 0.0025(x5 + x7 − x4) ≤ 0

g3(~x) = −1 + 0.01(x8 − x5) ≤ 0

g4(~x) = −x1x6 + 8.33252x4 + 100x1 − 83333.333 ≤ 0

g5(~x) = −x2x7 + 1250x5 + x2x4 − 1250x4 ≤ 0

g6(~x) = −x3x8 + 1250000 + x3x5 − 2500x5 ≤ 0

vrú�rutBr|z:ú�r¦{H��~�y�}�x���tBr
100 ≤ xi ≤ 10000

�
1000 ≤ xi ≤ 10000

£
i = 2, 3

§��\��y�}
10 ≤ xi ≤ 1000

£
i = 4, 5, . . . , 8

§��¾� ú�rY��w�z�á��_~��¿xB���"~�z:á"��y á"x
~x∗ =

£
579.3167

�
1359.943

�
5110.071

�
182.0174

�
295.5985

�
217.9799

�
286.4162

�
395.5979

§¨vrú�r�t�r
z:ú�tBrur?�u��y�x»z6t6��á"y<z6x���t�r8���uz�á¶¥�r�£

g1, g2
��y�}

g3
§�����y�}

f(~x∗) = −15
�

��� �
g11�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = x2
1 + (x2 − 1)2

x�~�{*ª�r���zszB� #
h1(~x) = x2 − x2

1 = 0

vrú�rutBr?z�ú�r?{%��~�y�}�x
��tBr −1 ≤ x1 ≤ 1
� −1 ≤ x2 ≤ 1

�·� ú�r8��w�z�á��_~��¼x����"~�z�á"��y~á�x���z
~x∗ = (±1/

√
2, 1/2)

vrú�r�tBr
f(~x∗) = 0.75

�
�  �

g12���7«>á��Ûá���r #
f(~x) = (100 − (x1 − 5)2 − (x2 − 5)2 − (x3 − 5)2)/100

x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = min

p,q,r
{(x1 − p)2 − (x2 − q)2 − (x3 − r)2 − 0.0625|p, q, r ∈ {1, 2, . . . , 9}} ≤ 0

vrú�rutBr?z�ú�r8{%��~�y�}�xs��tBr
0 ≤ xi ≤ 1

£
i = 1, 2, 3

§��[� ú>á"x�w�tB��{��"r�� ú���xs{Hr�ruyYtBrux�z6��z6ru}
zB�MÀ�z?z:ú�r�x�z9��y�} ��t�}3}�r�À y)á¶z�á"��y&�G� ú�rP���"��{ ���^�P��«$á"�_~�� á"x���z

~x∗ = (5, 5, 5)
vrú�r�tBr

f(~x∗) = 1
�

��� �
g13�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = expx1x2x3x4x5
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x�~�{*ª�r���zszB� #

h1(~x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5 − 10 = 0

h2(~x) = x2x3 − 5x4x5 = 0

h3(~x) = x3
1 + x3

2 + 1 = 0

vrú�rutBr�z:ú�r�{H��~�y�}�x¸��t�r −2.3 ≤ xi ≤ 2.3
£
i = 1, 2

§M��y�} −3.2 ≤ xi ≤ 3.2£
i = 3, 4, 5

§/��� ú�r���w�z:á"�_~��ÁxB����~�z�á���yMá"x
~x∗ =

£ −1.717143
�
1.595709

�
1.827247

�
−0.7636413

� −0.763645
§�vrú�r�t�r

f(~x∗) = 0.0539498
�

� � �
i1�<á�y)á"�âá"�ur #

f(~x) = 1.10471x2
1x2 + 0.04811x3x4(14 + x2)x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = τ(~x) − τmax ≤ 0

g2(~x) = σ(~x) − σmax ≤ 0

g3(~x) = x1 − x4 ≤ 0

g4(~x) = 0.10471x2
1 + 0.04811x3x4(14.0 + x2) − 5 ≤ 0

g5(~x) = 0.125 − x1 ≤ 0

g6(~x) = δ(~x) − δmax ≤ 0

g7(~x) = P − Pc(~x) ≤ 0

vrú�rutBr #

τ(~x) =

√

(τ ′)2 + 2τ ′τ ′′
x2

2R
+ (τ ′′)2

τ ′ =
P√

2x1x2

τ ′′ =
MR

J

M = P (L+
x2

2
)

R =

√

x2
2

4
+

(

x1 + x3

2

)2

J = 2

(

√
2x1x2

(

x2
2

12
+

(

x1 + x3

2

)2
))

σ(~x) =
6PL

x4x2
3

δ(~x) =
4PL3

Ex3
3x4
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Pc(~x) =
4.013E

√

x2

3
x6

4

36

L2

(

1 − x3

2L

√

E

4G

)

��y�}
P = 6000

��w+�
L = 14

á"yH�
E = 30 × 106 w�x:á'� g = 12 × 106 w�x:á�� τmax = 13600

w�x:áÂ�
σmax = 30000

w�x:áÂ�
δmax = 0.25

á"yH�
� ú�r¨{%��~�y�}�xf��t�r
0.1 ≤ x1 ≤ 2

�
0.1 ≤ x2 ≤ 10

�
0.1 ≤ x3 ≤ 10

��y�}
0.1 ≤ x4 ≤ 2

�1� ú�r�{Hr�x�z1�*y��7v(y¤x����"~�z:á"��y×á"x
~x∗ =

£
0.2057296

�
3.4704887

�
9.0366239

�
0.205729

§�vrú�rutBr
f(~x∗) = 1.724852309

�
� ���

i2�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = (0.6224)0.0625 bx1c x3x4 + (1.7781)0.0625 bx2c x2

3

+3.1661(0.0625 bx1c)2x4 + 19.84(0.0625 bx1c)2x3

x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = −0.0625 bx1c + 0.0193x3 ≤ 0

g2(~x) = −0.0625 bx2c + 0.00954x3 ≤ 0

g3(~x) = −πx2
3x4 −

4

3
πx3

3 + 1296000 ≤ 0

g4(~x) = x4 − 240 ≤ 0

vrú�rutBr¦z:ú�r¦{H��~�y�}�xG��tBr
1 ≤ xi ≤ 99

£
i = 1, 2

§¨��y�}
10 ≤ xi ≤ 200

£
i = 3, 4

§��
� ú�r?{Hr�x�zs�Xy���v(yYxB���"~�z:á"��y±á"x

~x∗ =
£
0.8125

�
0.4375

�
42.098445

�
176.636597

§�vrú�r�t�r
f(~x∗) = 6059.71434795

�
� ¹ �

i3�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = (x3 + 2)x2x

2
1x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = 1 − x3
2x3

71785x4
1

≤ 0

g2(~x) =
4x2

2 − x1x2

12566(x2x
3
1 − x4

1)
+

1

5108x2
1

− 1 ≤ 0

g3(~x) = 1 − 140.45x1

x2
2x3

≤ 0

g4(~x) =
x2 + x1

1.5
− 1 ≤ 0

vrú�rutBr�z�ú�r�{%��~�y�}�x?��tBr
0.05 ≤ x1 ≤ 2

�
0.25 ≤ x2 ≤ 1.3

��y�}
2 ≤ x3 ≤ 15

�¨� ú�r
{Hr�x»z|�Xy���v(y�x����"~�z�á"��y á�x

~x∗ =
£
0.051683

�
0.0356577

�
11.297236

§?vrú�rutBr
f(~x∗) =

0.012665
�
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c01�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) =

10
∑

i=1

xi

(

ci + ln
xi

∑10
j=1 xj

)

x�~�{*ª�r���zszB� #
h1(~x) = x1 + 2x2 + 2x3 + x6 + x10 − 2 = 0

h2(~x) = x4 + 2x5 + x6 + x7 − 1 = 0

h3(~x) = x3 + x7 + x8 + 2x9 + x10 − 1 = 0

vrú�rutBr¦z:ú�r¦{H��~�y�}�x_��tBr
0 ≤ xi ≤ 1

�(£
i = 1, 2, . . . , 10

§/����y�}
c1 = −6.089

�
c2 =

−17.164
�
c3 = −34.0054

�
c4 = − − 5.914

�
c5 = −24.721

�
c6 = −14.986

�
c7 =

−24.1
�
c8 = −10.708

�
c9 = −26.662

�
c10 = −22.179

�¨� ú�r�{Hr�x»z?�*y��7v(yhxB���"~�z:á"��y
á�x
~x∗ =

£
0.0407

�
0.1477

�
0.7832

�
0.0014

�
0.4853

�
0.0007

�
0.0274

�
0.018

�
0.0373

�
0.0969

§Avrú�r�t�r
f(~x∗) = −47.761

�
� ¬ �

c02�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = 1000 − x2

1 − 2x2
2 − x2

3 − x1x2 − x1x3x�~�{*ª�r���zszB� #
h1(~x) = x2

1 + x2
2 + x2

3 − 25 = 0

h2(~x) = 8x1 + 14x2 + 7x3 − 56 = 0

vrú�rutBr;z�ú�r�{H��~�y�}�x���tBr
0 ≤ xi ≤ 10

�
£
i = 1, 2, 3

§/��� ú�rM������{ ������w�z�á��_~��¸á"x���z
~x∗ =

£
3.512

�
0.217

�
3.552

§�vrú�rutBr
f(~x∗) = 961.715

�
� ���

c03�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = f1(x1) + f2(x2)

��y�}
f1(x) =

{

30x
á¶�

0 ≤ x < 300
31x

á¶�
300 ≤ x ≤ 400

f2(x) =







28x
á¶�

0 ≤ x < 100
29x

á¶�
100 ≤ x < 200

30x
á¶�

200 ≤ x ≤ 1000

x�~�{*ª�r���zszB� #
h1(~x) = x1 − 300 +

x3x4

131.078
cos(1.48577− x6)

−0.90798

131.078
x2

3 cos(1.47588) = 0

h2(~x) = x2 +
x3x4

131.078
cos(1.48577 + x6)



¬ �

−0.90798

131.078
x2

4 cos(1.47588) = 0

h3(~x) = x5 +
x3x4

131.078
sin(1.48577 + x6)

−0.90798

131.078
x2

4 sin(1.47588) = 0

h4(~x) = 200 − x3x4

131.078
sin(1.48577− x6)

−0.90798

131.078
x2

3 sin(1.47588) = 0

vrú�rutBrGz�ú�rG{H��~�y�}�x¨��t�r
0 ≤ x1 ≤ 400

�
0 ≤ x2 ≤ 1000

�
340 ≤ x3 ≤ 420

�
340 ≤

x4 ≤ 420
� −1000 ≤ x5 ≤ 1000

�
0 ≤ x3 ≤ 0.5236

�_� ú�r�{Hr�x�z?�Xy���v(y�x����"~�z�á"��yØá"x
~x∗ =

£
107.81

�
196.32

�
373.83

�
420

�
21.31

�
0.153

§�vrú�r�tBr
f(~x∗) = 8927.5888

�
 ���

c04���7«>á��Ûá���r #
f(~x) = 0.5(x1x4 − x2x3 + x3x9 − x5x9 + x5x8 − x6x7)x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = x2
3 + x2

4 − 1 ≤ 0

g2(~x) = x2
9 − 1 ≤ 0

g3(~x) = x2
5 + x2

6 − 1 ≤ 0

g4(~x) = x2
1 + (x2 − x9)

2 − 1 ≤ 0

g5(~x) = (x1 − x5)
2 + (x2 − x6)

2 − 1 ≤ 0

g6(~x) = (x1 − x7)
2 + (x2 − x8)

2 − 1 ≤ 0

g7(~x) = (x3 − x5)
2 + (x4 − x6)

2 − 1 ≤ 0

g8(~x) = (x3 − x7)
2 + (x4 − x8)

2 − 1 ≤ 0

g9(~x) = x2
7 + (x8 − x9)

2 − 1 ≤ 0

g10(~x) = x2x3 − x1x4 ≤ 0

g11(~x) = −x3x9 ≤ 0

g12(~x) = x5x9 ≤ 0

g13(~x) = x6x7 − x5x8 ≤ 0

vrú�rutBr;z�ú�r�{H��~�y�}�x���tBr −1 ≤ xi ≤ 1
£
i = 1, 2, . . . , 8

§��U� ú�r�{Hr�x»z��*y��7v(y�xB����~�µ
z:á"��yéá�x

~x∗ =
£
0.9971

� −0.0758
�
0.553

�
0.8331

�
0.9981

� −0.0623
�
0.5642

�
0.8256

�
0.0000024

§�vrú�r�tBr
f(~x∗) = 0.866

�
 � �

c05���7«>á��Ûá���r #

f(~x) =

10
∑

i=1

bixi −
5
∑

i=1

5
∑

j=1

ci,jx10+ix10+j − 2

5
∑

j=1

djx
3
10+j
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x�~�{*ª�r���zszB� #

gj(~x) =

10
∑

i=1

ai,jxi − 2

5
∑

i=1

ci,jx10+i − 3djx
2
10+j − ej ≤ 0

��y�}
e = (−15,−27,−36,−18,−12)

c1 = (30,−20,−10, 32,−10)

c2 = (−20, 39,−6, 39,−20)

c3 = (−10,−6, 10,−6,−10)

c4 = (32,−31,−6, 39,−20)

c5 = (−10, 32,−10,−20, 30)

d = (4, 8, 10, 6, 2)

a1 = (−16, 2, 0, 1, 0)

a2 = (0,−2, 0, 4, 2)

a3 = (−35, 0, 2, 0, 0)

a4 = (0,−2, 0,−4,−1)

a5 = (0,−9,−2, 1,−2.8)

a6 = (2, 0,−4, 0, 0)

a7 = (−1,−1,−1,−1,−1)

a8 = (−1,−2,−3,−2,−1)

a9 = (1, 2, 3, 4, 5)

a10 = (1, 1, 1, 1, 1)
vrú�rutBr�z�ú�r�{H��~�y�}�xs��tBr

0 ≤ xi ≤ 100
£
i = 1, 2, . . . , 15

§���� ú�r?{Hr�x�z��Xy���v(yYx����"~�z:á"��y
á�x
~x∗ =

£
0
�
0
�
5.147

�
0
�
3.0611

�
11.8395

�
0
�
0
�
0.1039

�
0
�
0.3

�
0.3335

�
0.4

�
0.4283

�
0.224

§�vrú�rutBr
f(~x∗) = −32.386

�
� �

c06�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = x1x�~�{*ª�r���zszB� #

g1(~x) = −x1 + 35x0.6
2 + 35x0.6

3 ≤ 0

h2(~x) = −300x3 + 7500x5 − 7500x6 − 25x4x5 + 25x4x6 + x3x4 = 0

h3(~x) = 100x2 + 155.365x4 + 2500x7 − x2x4 − 25x4x7 − 15536.5 = 0

h4(~x) = −x5 + ln(−x4 + 900) = 0

h5(~x) = −x6 + ln(x4 + 300) = 0

h6(~x) = −x7 + ln(−2x4 + 700) = 0



� �
vrú�rutBr_z:ú�r�{%��~�y�}�x���t�r

0 ≤ x1 ≤ 1000
�
0 ≤ x2 ≤ 40

�
0 ≤ x3 ≤ 40

�
100 ≤ x4 ≤

300
�
6.3 ≤ x5 ≤ 6.7

�
5.9 ≤ x6 ≤ 6.4

�^��y�}
4.5 ≤ x7 ≤ 6.25

�;� ú�r¦{%rux�z¨�*y��7v(y
x����"~�z:á"��y�á�x

~x∗ =
£
193.77835

�
0
�
17.3272

�
100.01566

�
6.6846

�
5.9915

�
6.2145

§Ivrú�r�t�r
f(~x∗) = 193.7783

�
 � �

c07�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = −9x5 − 15x8 + 6x1 + 16x2 + 10(x6 + x7)

x�~�{*ª�r���zszB� #
h1(~x) = x1 + x2 − x3 − x4 = 0

h2(~x) = 0.03x1 + 0.01x2 − x9(x3 + x4) = 0

h3(~x) = x3 + x6 − x5 = 0

h4(~x) = x4 + x7 − x8 = 0

g5(~x) = x9x3 + 0.02x6 − 0.025x5 ≤ 0

g6(~x) = x9x4 + 0.02x7 − 0.025x8 ≤ 0

vrú�rutBr|z:ú�r¦{H��~�y�}�x���tBr
0 ≤ xi ≤ 300

£
i = 1, 2, 6

§/�
0 ≤ xi ≤ 100

£
i = 3, 5, 7

§��
0 ≤ xi ≤ 200

£
i = 4, 8

§/�\��y�}
0.01 ≤ x9 ≤ 0.03

��� ú�r¦��w�z�á��_~��Ãx����"~�z:á"��yGá"x8��z
~x∗ =

£
0
�
100

�
0
�
100

�
0
�
0
�
100

�
200

�
0.1

§�vrú�r�t�r
f(~x∗) = −400

�
�� �

c08�<á�y)á"�âá"�ur #
f(~x) = −x1 − x2

x�~�{*ª�r���zszB� #
g1(~x) = −2x4

1 + 8x3
1 − 8x2

1 + x2 − 2 ≤ 0

g2(~x) = −4x4
1 + 32x3

1 − 88x2
1 + 96x1 + x2 − 36 ≤ 0

vrú�rutBr?z�ú�r?{%��~�y�}�xs��tBr
0 ≤ x1 ≤ 3

��y�}
0 ≤ x2 ≤ 4

��� ú�r¨��w�z�á��_~��Äx����"~�z�á"��y~á�x���z
~x∗ =

£
2.3295

�
3.17846

§�vrú�rutBr
f(~x∗) = −5.5079

�
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� ú�r¤tBruxB~��¶z6x;����t¦z:ú�r¸r�y���á"y�rur�t:á�y��ew�tB��{��"ru�Px¦w�tB��wH��xBru}È��x�{Hr�y��hú��|��tB��{<�É�Tru��~�tB����y�}
Ã �*r��"��� ÷ ��øI��tBrèá"y�����{��"rux�Ê
�  & Ê
�����A� ú�r8��w�z�á��|���H¥����"~�rux�����t�z�ú�ruxBr?w�tB��{��"r���x(��t�r8x�~��P�P��µ
t:á���ru}~á�yM�^��{��"r�Ê
� � �

Ë ~�y��uz:á"��y ©1w�z�á��|���H¥�����~�r �|�7« c �Ûá�y
c01 −47.761

�<á"y)á��Ûá���r
c02 961.715

�<á"y)á��Ûá���r
c03 8927.5888

�<á"y>á"�âá"��r
c04 0.866

���7«>á��Ûá���r
c05 −32.386

�T��«$á"�âá"��r
c06 193.7783493

�<á�y)á"�âá"�ur
c07 −400

�~á"y)á��Ûá���r
c08 5.5079

�<á"y)á��Ûá���r
����{��"r�Ês� � # � ú�r8�Xy���v(y���t�tBr�wH��t»z6r�}M��w�z�á"�¨~��Ì¥�����~�r�x·����t·z:ú�r�tBrux�z����Iz�ú�rfz6rux�z(��~�y���z�á���y�x��
� ú�rs������~��PyM�â9.�uÍH��5Ü1¦zBr��"��x�vrú�ruz:ú�r�t�z�ú�r�w�tB��{��"ru�Ðá"x��?�P��«$á"�âá"����z�á���y_��t��?�Ûá�y)á"�âá"����z�á���y
z6�G{Hruz�z6r�trá�yXzBr�t�w�tBr�z�z:ú�r�tBruxB~��¶z6x��

� �
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ÎMé ³Óí ð�ð ³�� í�® é�ê ô ë îs¯

Ï z9��z:á"x»z�á"�s¥����"~�r
ES(µ+ λ)

Ê�µ
ES(µ+ λ) DE ` 1

Ê�µ
DE ` 1{%rux�z µ � ��� � �   � � µ �   �   ¹ � �   �   ¹ � �   �   ¹ �

v���tBx»z µ � ��� �<¹ � � µ �X � �  �� ¹ � �   �   ��� �   � ¹   � ¬
��r.��y µ � � � ��� �  µ �<¹ � ¬ � � � � �   �   ¹ ��� �   �   �  
��r�})á"��y µ � � � ��� � µ �<¹ � ¬ � � � � �   �   ¹ � �   �   ¹ �
¥���tzáÐ��y��ur ����� �   � � ¹�¹ � � � ���  � � µ    � ¹ � �� µ �

x»z9��y�} ��tB}M}�r�¥H� �����  �� � � �¹ � � � � � � ¹�� µ � ����� � ¹
! ��r.��xzá"{���r�x � � � �
!
ε
µ'��r.��xzá"{���r�x � � � � � � � �

����{��"r�Ê
� $# ��ruxB~��¶z6x�����t���~�y���z�á"��y
c01

�\� ú�r�xBr��u��y�}|��y�}Gz�ú)á�tB}�������~��PyGt�r�w�t�r�xBruy<z[z�ú�r��u����µ
w ��tzá"x���y�{%r�zZv[rur�y�z�ú�r(y���t��|��� � Ï ��y�}�z�ú�r(Ê·���"}�vrá�y)áÐ��y¨��y�r��Xt�r�xBwHr���z�á¶¥�r��¶���\� ú�r(����~�t�z:úP��y�}
À��Ez:ú~á�x·z�ú�rf�u����w ��t:á�xB��y;{HruzZv�r�ruyTz:ú�rfy���t��|���+= � ��y�}Mz:ú�r?Ê·����}�vrá"y)á"��y¦��y�rftBr�x�w%ru�uz:á�¥�ru�����

Ï z9��z:á"x»z�á"�s¥����"~�r
ES(µ+ λ)

Ê�µ
ES(µ+ λ) DE ` 1

Ê�µ
DE ` 1{%rux�z � ¹ � �  �� ¬ � � ¹ � �   ���� � ¹ � �  �� � � � ¹ � �  *� � �

v���tBx»z � ¹ ��� � � � � ¹�¹ �  ��� ¬ � � ¹ � �  �� � � � ¹ � �  *� � �
�Pr���y � ¹�� ����� � � ¹ � � ��� ¹   � � ¹ � �  �� � � � ¹ � �  *� � �
��r�})á"��y � ¹ � � � ����� � ¹< � ¬   � ¬ � ¹ � �  �� � � � ¹ � �  *� � �
¥���t:á"��y��ur � � ¹�¬ � � �   � � �   ¹ � � µ � �  � � �   � µ � 

x»z9��y�} ��tB}�}�r�¥%�  � � ¹ � � � � ��� � � ��� � � � µ   � ��� ¹   � µ ¹
! ��r.��xzá"{���r�x � � � �
!
ε
µ'��r.��xzá"{���r�x � � � � � � � �

����{��"r�Ê
� � # ��ruxB~��¶z6x�����t���~�y���z�á"��y
c02

�\� ú�r�xBr��u��y�}|��y�}Gz�ú)á�tB}�������~��PyGt�r�w�t�r�xBruy<z[z�ú�r��u����µ
w ��tzá"x���y�{%r�zZv[rur�y�z�ú�r(y���t��|��� � Ï ��y�}�z�ú�r(Ê·���"}�vrá�y)áÐ��y¨��y�r��Xt�r�xBwHr���z�á¶¥�r��¶���\� ú�r(����~�t�z:úP��y�}
À��Ez:ú~á�x·z�ú�rf�u����w ��t:á�xB��y;{HruzZv�r�ruyTz:ú�rfy���t��|���+= � ��y�}Mz:ú�r?Ê·����}�vrá"y)á"��y¦��y�rftBr�x�w%ru�uz:á�¥�ru�����

Ï z9��z:á"x�z:á"�1¥�����~�r
ES(µ+ λ)

Ê�µ
ES(µ+ λ) DE ` 1

Ê�µ
DE ` 1{%rux�z

v���tBx»z
�Pr���y
�Pru})áÐ��y
¥���t:á"��y���r

x»z9��y�}���tB}�}�ru¥H�
! ��r.��xzá"{���r�x � � � �
!
ε
µ���r���x:á�{��"rux � � � � � � � �

����{��"r�Ê
� �)# ��ruxB~��¶z6x�����t���~�y���z�á"��y
c03

�\� ú�r�xBr��u��y�}|��y�}Gz�ú)á�tB}�������~��PyGt�r�w�t�r�xBruy<z[z�ú�r��u����µ
w ��tzá"x���y�{%r�zZv[rur�y�z�ú�r(y���t��|��� � Ï ��y�}�z�ú�r(Ê·���"}�vrá�y)áÐ��y¨��y�r��Xt�r�xBwHr���z�á¶¥�r��¶���\� ú�r(����~�t�z:úP��y�}
À��Ez:ú~á�x·z�ú�rf�u����w ��t:á�xB��y;{HruzZv�r�ruyTz:ú�rfy���t��|���+= � ��y�}Mz:ú�r?Ê·����}�vrá"y)á"��y¦��y�rftBr�x�w%ru�uz:á�¥�ru�����



�
�

Ï z9��z�á"x»z�á��1¥����"~�r
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